FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

1. Obliczy¢:
2 2
a) cos 12C° - sin 12C¢°

b) sin 1000
2 2
c) cos 105 - sin 105

2
d) sinx + cosx jezelisinx-cosx =1
a .. 3
e) cos 2 jeslicos o = -0 O (1t; 2m)

f) log 4sin135
) cosloC
J sin10°
h) cos 72 jeslisin 12° =p
i) logs tg 3C°

j)tga, gdy sina = -g i O(TT; %ﬂ)
K) sin 2, jesli sina =5 DaD(g;n)
- 4 4
[) sin x +cos x jezelisin2x=0,2
V2 T
Htga jezeli sina-cosa= 2 [Oal (Z,?)

m) cosa jezelitga =2ia [ (l in)

2 2

_1. 1
3 9 27
0,(1) +Ssin69C°

L N 3 n
0) sina i cosa jeslisin2a= -7 Do (?;Zn)

tg225° - 2c0s480 + 2sin300°
tgl5°

p)

.13
r) sin —
12

s) cos 3x + cos X jeZelisinx=—:—]é i XD(T[;7)

. b5 m
t) sin=11- lO ctg—
) 6 g@ 93

2.Rozwiazac¢ rownanie:
a) Iogsinx 2 = 2



b) sin 3x — sin X = cos 2x

C) sin X = sin 2x
4 4
d) sin x + cos X = cos 4x

2
e)1l+3cosx—sin x=0

f) 4sinx - 2(:052 x-1
g) 4sin2x + 5mcoszx = 12

h) sin 3x —cos x=0

) _COSX_ _1+sinx
1-sinx
2
J) 3sin X = 2c0s X
k) sinx—-cos2x =1
[)cosx+sinx=0

1 1 2
Hhil+t ——+— .= —
2sinx  4sin® x sinx
m) 2—sin2x :%

n) cos X — cos (x7—2T)=sin 3xOx O (-1t ;m)

2 2
0) (sin X —cos x ) +tg x = 2sin X

p) Otg x + ctg x(= 4

3
3 3
r) sin X - cos x:1% sin 2x
m
S) ctg (- 2x ) = ctg ( 2% 5)

t) cos 2x + cos 4x = cos 3X
u) dcos Xd=cos x + 2sin x(Ox 0 <0 ; 21>

W)tgx:tg1
X

3. Rozwigzaé nieréwnosci:
a) sin x>cos xx [ <-1t; >

b) Vsin®x-1=0
2 3 4
C) COS X+ COS X+ C0S X+ ...2-1—-C0S X

d) loges,sin x=10Ox U (0 ; 2)

e)2sinx—-1<W@xO(0;m)
f)log sinfx>20x0<0; 2t>
05

g) cos (- x) < sin (7—2T+x)



N g[fe)]21 jezeli f(x)=3 ig (X)=sin x
)] Dtg 2xD<1

j)COS x+cos X+..<l+cosxXIxO(0; 1)
k)2 sinx >£
2

. 2 2
[) sin x>cos x

h2 t >24sinx0<0; 21>
)E@Efinx—Zcosx+l< 1+|Og % Ox 0 (1t: 2m)
m b 0,754/ 3 X T,
ala F

3
n) (4sin x) log,,, 2 <log,,, (4sin®x)

g ;(tax+1)
0) % 0 10x0(02m)
[

4. Narysowaé wykres funkcji:

a) Yy =sin2x[igx
by f(x)= cosz—|sinxjsinx , dla x0(0:2m)

c) f(x)=1-|sin2x
d) f(x)=+1+cos2x

f(x)= 22 7—1
e) f(x) Ecos XEF

f f(x)= %sin(— 2x)0x0(0; )

g) y=|2sin2x
h) y=|2cos2x
) f(x)= |cosx
COSX
. _ sinx
D b= |sinx]
k) f(x)= |S|nx| 1 dla x0(0;2m)
) f(x):sm X +|cosxcosx dla x0{0:2r)
h  f(x)=sgr(sinx)
m) f(x)=[sinx]



n f(x)= ;(sinx+|sinx|)
o) f(x)=1-2sinex-2H

U 30
p) f(x)= (sinx+cosx)2
cos4x—sin4x

N y=
s) f(x)=2cosy+cosx

) y= —co%n—x@ﬂxﬂ(— 1T;211)

u) y:sinzx—cosszxD<—n",n>
w) f (x) =|co$ - cosx Ox0(0;2m)
y) f(x)=-2sin{cosx dla xO(-2m;2m)

X sinx
x2+1

5. Wykaza¢, ze funkcja okreslona wzorem f (X) = jest nieparzysta.

6. Uprosci¢ wyrazenie:
1+sin2x
a) 5
(sinx + cosx)
3 2 3 3 2
a ctg Z7T+b COoS 1T

b)

2 27 . 3 2
a sin §+absm§n—b COSTT

C) X= 3SII‘I£)7T 3tg@ + Zcosgn
6 4 3
sina
1+cosa
e) x =ctgal5°ctgl6°...ctg74° ctg75°
f) x=1g20° +tg40° +... +tgl60’ + tgl8(°
g)x =sinl1125°[¢osl125°

hyy=— "% jezeli tgx=2

sin X+Cos X
7. Okresli¢ dziedzing funkcji:
a) f(x)=+/-3cosx
b) f(x)=+/sinx-1

d) x=ctga +

C) f(X):COS:i-('*'l
@ 1(9=log, o x0(0n)



e) f(x):\/SSin2x+sin22x—40032x
f) f(x):\/Iogl(l—ZSinx)—|0g1(1—2cosx)

8. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma rozwiazanie:

1

a) Cosx =
Am+1

b) cosx = 1= 22m

m

2

C) COS X = 22m Odpm(0; )

m +1
d) wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru m [ R+ dla ktorych réwnanieosx = m 5

4-m
. . . T H
ma rozwigzanie w przedziale <O; E . ?

9. Sprawdzi¢ tozsamos¢:

3
a) sin3x=3sinx—-4sin X
b) cosE E:osz—n = 1
5 5 4

1-cosx +cos2a
sin2a -sina
10. Rozwiaza¢ uktad réwnan:
a dgx+ctgy =2

Tlgx+igy =2

sinx+cosy

byl -
SIn X+Ccos Yy
He6 =4
11. Wyznaczy¢ zbior

= ctga

A= %(1 SinX2 O|sinX OxO (0;271)@
5 (x-1) 3
HC) .
12. Rozwiaza¢ uktad nierownosci Csin’® x + cos’ x(3inx + cosx
aogSinx cosx=>1

13. Znajdz te wartosci parametru o D(O; 7T> dla ktérych rozwiazaniem uktadu réwnan
X+ Yy =sina

jest para liczb o jednakowych znakach.
x+3y:1+sinaJ P : i

. J . 3 77 H - 7-[
14. Rozwiaza¢ nieroOwnos¢ 4|0g16C052X + 2|0g4SInX + |ogzcosx +3 000x0O @)ZQ

15. Dla jakich wartos$ci k rownanie 3cos x + cos 2x =k ma rozwiazanie ?



16. Znalez¢ takie x i takie a ze 2cosx =loga+

loga
18. Dla jakich a réwnanie/3sinx + cosx = log(a—1) - log(3— a) ma rozwiazanie.
19. Poda¢ liczbg rozwigzan rownania SinX = o1 w zalezno$ci od parametru.
m —
. . s m p p .2
20. Wyznaczy¢ te wartosci o U <0; E> , dla ktorych réwnaniex sina +x+cosa = (na
dwa rdézne pierwiastki rzeczywiste.

21. Rozwiaza¢ graficznie nierc')wnoéé|cosx| < % OxO <0;27T> .

[Xsina — ycosa =sina

22. Rozwiaza¢ uktad rownan [] . Z parametrenx .
[Xcosa +ysina =1
2 2

Dla jakich warto$ci 0 sumax +Yy jest a) najmniejsza b) najwigksza c) rowna 1,5

2
23. Dla jakich wartoscia [J <O; g> liczby sin a,cosa,tga tworza ciag geometryczny?

. T . . 8 5 .
24. Dla jakich XDHE;EH suma wszystkich wyrazow ciagu tgx,tg Xx,tg X... jest
O O

V3

réwna? ?

4 4
25. Udowodni¢ tozsamo$é COS X—Sin X =C0S2X .

26. Obliczy¢ stosunek sinusow katow ostrych w trojkacie o wierzchotkach A (4:2), B (3;0), C
(0;-2)
27. Dla jakich wartosci parametru a [(0;277) réwnaniesin2x = 2cosa ma rozwiazanie?

28. Obliczy¢ miare kata a-[3, jezeli o i 3 sa katami ostrymi oraz tg a=3 i tg 3= % .
X 2
29. Dla jakich wartosci parametru o [ <O; 7T> rownanie33 =C0S 20 nie ma rozwigzan?

30. Zbada¢ liczbg pierwiastkoéw rdwnania tg x +ctg x = m w zaleznosci od parametru m

31. Wyznaczy¢ najwigksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f(x) =————— W przedziale

SinXx + cosx
<o; _”>
2

32. Poda¢ wzor na sinus sumy dwoch katow. Obliczy¢ bez pomocy tablic sin 105°.
33. Poda¢ definicje funkcji cotangens. Przedstawi¢ w prostszej postaci wyrazenie

4 4

Q:os X—sin XE; (ZSin XCOSX), a nastgpnie obliczy¢ jego warto$¢ dla x = 15°.

34. Dla jakich wartos$ci parametru o D<O;2n> ciag o wyrazie ogdlnym an=ntga +1 jest
ciagiem rosnacym?

2
35. Dla jakich wartosci parametru o réwnanie x +(4sina)x+1=0 ma co najmniej jeden
pierwiastek rzeczywisty.

36. Poda¢ sposob konstrukcji kata a [J éﬂz ; n@takiego, ze sina = g

6



37. Poda¢ najmniejszy pierwiastek rownania tg2X = sin4x w przedziale@2 ; ITH
U l

38. Pokazé& ze rownanie 2sinX+ cosx = 3 nie ma rozwigzan.
2
39. Pokazaé, ze rOwnanie COSX+SinX+C0S X =3 nie ma rozwigzan.

40. Poda¢ najwigkszy ujemny pierwiastek rownania tg3x =Sin6x .
41. Dla jakich warto$ci parametru o punkt A (1;1) naley do wykresu funkcji

XSl

f(x)=2 -30x0OR
42. Wykaza¢, ze dla kazdego x [J R zachodzi nierownos$¢ |Sin X+ COSX| <2 .

43. Wyznaczy¢ x, jezeli 3 =tgx ; 3 = tgB ; a-pB :%
2
44. Dla jakich wartos$ci parametru 0 nierowno$¢ X — (BCosa)X+ cos2a >0 jest prawdziwa

dla kazdegox I R ?

45. Ktora z liczb jest wigksza: 04(9) czy Sin% ?

2 2
46. Dla jakich wartosci parametru O nierdwno$¢ X —(25ina)x+25ina—cos a=0 jest
spelniona dla kazdego x[J (— 00; 00) ?
47. Wiedzac, ze funkcja okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest réoznowarto§ciowa

rozwigza¢ rownanie f %Sin i X§= f (3cosx)

—X
48. Dla jakiej wartosci parametru 3 rOwnanie3 = Cosg ma rozwiazanie dodatnie?

X

49. Dla jakiej wartos$ci parametru a rOwnanie2 =sin2a ma rozwigzania ujemne?

2
50. Dla jakich wartosci parametru m rownanie msin X+ 2sinx—2m= 0 ma rozwiazanie?

2
51. Dla jakich warto$ci parametru o D(O; 7'[) rownanie X —2x+ctga = Oma dwa rdzne

pierwiastki rzeczywiste?
52. Znalez¢ miejsca zerowe funkcji f (x)=sin(m—x)-2sinx dla x0O (0;2mr )

53. Podaé przedziat w ktorym funkcje f(x)=[sinX i g(x)=sinX przyjmuje te same

wartosci.
sin(18C° — x) ko x — 27C)
sin(L8C° + x)[€o270 + X)

54. Doprowadzi¢ do najprostszej postaci wyrazenie: Yy =

gdzie xOI (0°;90°)
5 5
55. Udowodni¢, ze rOwnanie Sin XCOS X = % jest sprzeczne.

L 1
C . Inxsiny =— . .
56. Dla jakiej wartosci parametru a uktad rownan Eﬁ y 4 ma rozwiazanie?

Fcosxcosy = a

57. Przeprowadzi¢ dyskusj¢ rozwigzania rownania sin x =k x w zaleznosci od parametru k .
58. Wykaz, ze rownanie logsinX = sinx nie ma rozwiazan w zbiorze R .



2 2
59. Znalezé zbior wartosci funkcji f(x)=1-cos x+sin x
60. NiechS = sinE mmorazC = cosﬂn. Wykaz, ze S<C.
1992 1992

sinx -1
61. Znalez¢ miejsce zerowe funkcji f (X) =2 -2
2 4 6
62. Wykaza¢, ze suma nieskonczonego ciagu geometrycznego 1—sin X+sin x-—sin X+...

. o 1
nie moze by¢ rowna — .
63. Wykaza¢, ze dla kazdego x [ R zachodzi nie rowno$¢ sinxcosx[ 0,51.

64. Dla jakich wartosci x wykres funkcji f (X) = %SinZX —cosx , XUR przecina o§ OX ?

2 2
65. Znalezé zbior wartosci funkcji f(x)=cos x+sin2x+sin x

66. Wyznaczy¢ takie a 0(0;2rT), aby prosta o réwnanidx—2y+3=0 byla styczna do

2 2
wykresu funkcji y =-x +x+5cos a
2

a -4

67. Dla jakich warto$ci parametru a rownanieosx — sinB< - % H=
U

68. Narysowac zbior (X, y) takich punktéw, ze log,,,, (Y —cosx) =0

ma rozwiazanie?

2
69. Znalez¢ (bez stosowania pochodnej) najwigksza warto$¢ wyrazenia W =Sin2x+2c0S X

w przedziale(0; 17)

3 2
70. Poda¢ rozwiazanie rownania 4Sin X+8sin X—sSinXx=2 nalezace do przedzialu

(3m;4m).
2 2 2
71. Rozwiaz réwnanie tg (X + y) +ctg (X + y) =1-2x-Xx

2(1+cosx) _

72. Dla jakich wartosci parametru m rownanie =
COS2X 1-cosx

posiada rozwiazanie?

L . 4cosx—sin2x 2 o L , .
73. Rozwiaz roOwnanie =4cos X. Dla jakiej warto$ci parametru m rownanie

COSX

2
to oraz réwnaniesin3x = msinx + (4 - 2|n’1)sin X maja wspolne rozwigzanie?

74. Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych x 1 y, ktére speilniaja rownanie
4

4 2 2 . 2
tg x+tg y+2ctg x[etg y=3+sin (x+vy).
75. Dla jakich wartosci a rOwnanie:

3 5 7 2 3
sin2x—sin 2x+sin 2x-sin 2x+...=a+a +a +..., gdzie obie strony sa sumami
szeregdw geometrycznych ma rozwiazanie?



ODPOWIEDZI

1
f) _Z
g) -1
h) $1-p° —J§p)
) -

2
N 3
) 1
k) sin Zu __24

25

) 0,98

)
5

m) cosa =——
5

27
n) ——
14

3J10 V10

0) sin[J=——, cosll=—-——
10 10

p) 13
J2-6
r 2

28
5 -2z
)27
3
t_
)2

2.
a)(x=4+2km Ox=2m+2kmr )OkOC

b) (x=4+iknOx=2+2kn0 x=gm+2kmr) OkOC

c) (x=ktOx=%+2km Ox=-Z+2km)OkOC



d) x=% knOkOC

e) x=2 +kn0kOC

2
f) x=knOkOC

g) x=Z+1km OkOC
h)(x=Z+2kmOx=Z+km)OkOC

) (x=2ktOx=-Z+2kr)OkOC

) (x=2+2kmd x=gm+2kmr) OkOC
K)(x=krmOx=-2+2km0 x=¢{m+2kmr) OkOC

) x=-Z+knOkOC
hx=Z +2kn0kOC

2

myx=2 +knOkOC

2
n) EAt, DO T ST T
012 12 212 12 2
o) x=Z+21km OkOC
p) (x=F+skm Ox=Z+5km)0kOC

Nx=2Z +2ktd x=m +2ktOkOC

2

s)x=Z+iknOkOC

3

0 ="+ okmx =T+ K )= s oknHok nc
0 3 6 3 3 0

u)x=ODx=gn Ox =21

_km-K*m? +4 _ km+NKT® + 4
W) X = Ox =

2 2
5.

a) x0O <-m; —§kn >D(E;r[>
4 4

b)x:g+knDkDC

c) xOR\{xOR:x=kmrOkOC}
T

d)xO(0;—

)xH(0:)

T S,
e)XD(O,E)D(ET[,T[)

10



f) xDB);EH] HETF,ITHD BT,ZITH] EEH;ZHH
060 O 06006 O
g)xDE-g+2kn",g+2knEDkDC

h) x = log (g+2kn)DkDN

3

) xD<—E+kd1;5+k[ﬂ>Dch
g8 2’8 2

Rl EAtAls S)s SARKLS

04 40 04 40

K) x # gn+ 2kt

)] xD<%+kn‘,%n+ kn>DkDC

b xD(O;E>D <§7T,7T)D <Zn",1—1n>
6 6 6 6

m) x [ (n",gn>
n) xDBan;E+2knED BZkﬂ+§7T,7T+2k7THDkDC
O 6 O O 6 O

I 3
o)xﬂ%, 2@3 %mzng

6. -
5.
17.
T
b) 1d|ax:—z+kr[DkDC
b)a+b

1
C) X=-=
) 2

18,
a) xD<g+2k7T,gn+2kn>DkDC

11



b) D:E;x:x:g+2knDkDCE

l
c) .D ={x:xz m+2km}

d)xD%n‘,TrH
0

e)xD< +k7T57T+kn> i KOG
6 6

f) XDE§H+ 2k7'r,§7'[+ 2k7THDkDC
(6 4 O

19.
aym=0

b) M (- o0i-1-+2) 0 (- 1+ 12 )
c) mO{0; )

d) mO (- e0;-4) D

20. -

27. th=L 0x =+ 2kt (a=100x = 2k7) Ok O C
O 10 0

19. a0 @ﬂl
101 10

19. Dla m[J (— 0 ;O) 0 (2; 00) réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan, dla
mU (0;1) O (1;2) nie ma rozwiazan.

12



20. xO D, /L H7 %%n"@

0 120
21. xO E;g O ﬂ7T§71
33 3 3

22 a)a =k OkOC b)a :g+knDkDC c) a :%+%knDkDC

23.

Q
1

24. x=
25. -

26. —

27. a 5;2—7T U ﬂ7TE
3 3 3 3
28. a-B=—

29.a = n Oa=—m
30. mOJ (— 00; — 2> O <2; 00) rébwnaniema nieskonczenie wiele rozwiazan; dla m[QJ (— 2;2)
rOwnanie nie ma rozwiazan.
3l y = ﬂ; y =1
MAX 2 MIN
6 ++/2
4

33. ctg2x # k—zn;ctg30° =43
34, o O T e H
020 0 20

35. a D<E+kn;§n+ kn>
6 6

«l

32.

36. -
37. X:3_7'[

8
38. -

39. -

40, x=-"1

12

T
4. =7+ 2w OkOC
42 -

13



43. le
2

44. Nie ma takiega.
45. -

46. a D<%+2krr,grr+ 2kn> OkOcC

47. x:—g+2kan:g+2knDkDC
48. B0 (- rm+ 4k + 4kmr) Ok OC
49, aDH(n;E+an

o 2 0
50. (- 2,2)
51. aD@;nH

M O

52. x=00x=m
53. np(0; 71)

57. Dla k=0 rownaniema nieskonczenie wiele rozwiazan, dla k (J (O;l) rownanie ma trzy
. . . . 1 S
rozwiazania (rozwiazan graficznie np. dla k= > ), dla pozostatych wartosci k jedno

rozwiazanie.

58. -

59. (0;2)

60. -

61. x:gn+2knDkDC
62. -

63. -

64. x=g+kan=g+2kn kOC
65. (0;2)

66. aD%;E;“—;@ﬁmch

67. al (-3 -11-3D A3 -1+3+1)
68. -
69. . =1++/2

70. x=—mnOx=—11
6

14



71 B=-1y=1+T+kroy=1-T+ nHokoc
0 4 4 0O
72..m0 (- 0;-2) 0 (0;0)
73, x:knmng+2knmx:§n+2kn; mO(02) 0 {4} O (5;)

76. :E+knDy:E+knB]B(:—E+knDy:—E+anDkDC
O 4 4 O O 4 4 O

77. aDB—IEH
0O 30
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