CIAGI LICZBOWE

1. Znalezé ciag arytmetyczny, ktorego suma n pierwszych wyrazéw jest rowrBn®+n
2n+1

3n+1
3. Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 10, piaty wyraz 28. Wyznaczy¢ a; i I.
Poda¢ wzér og6lny ciagu
4. Podac¢ definicjg ciagu geometrycznego. Zamieni¢ utamek 1,1(12) na utamek zwykty
5. Obliczy¢ 2+4+8+...+1024

2. Zbada¢ monotonicznos¢ ciagu ap=

2
. . X X
6. Rozwiazac¢ rownanie 1—5 +—+..= E
X
J3+1,

V3-1'

7. Dane sa trzy pierwsze wyrazy nieskonczonego ciagu geometrycznego

;—13 ;% . Poda¢ dwa nastgpne wyrazy i1 obliczy¢ sume tego ciagu.
8. Stosujac zasad¢ indukcji matematycznej wykaza¢, ze dla kazdego nUN \{0;1}
1 1 1 1

4+ +... 4+ =1-=
12 203 (n-1)n n

9. Poda¢ definicjg ciagu arytmetycznego. Obliczy¢ sume wszystkich liczb naturalnych,
dwucyfrowych podzielnych przez 5.

10. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 7" — 1jest podzielna przez 6

11. Wyprowadzi¢ wzér na sume N poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (an)

znajac wyraz pierwszya, oraz ilorazq tego ciagu
12.Rozwiaz réwnanie X—1 +i2 —is +... = §
X X X 5
13. Wykazaé, ze ciaga, = 2" —n jest rosnacy
14. Na paraboly =48-x* znalezé punkty (X; y)takie, ze 3 X Yytworza ciag
geometryczny

. , n :
15.Dla ciagu {an}gd2|ean:cos7n wyznaczyC¢ ag, as, 8g | 812

16. Oblicz sumg kolejnych liczb parzystych od 8 do 2004
17. Liczby 2, 2i 2*+ 3 tworza ciag arytmetyczny. Obliczy¢ x
18.Udowodnié, ze dla kazdego nO N liczba postaci %5 jest podzielna przez 3

, . . . n+3 .
19. Sprawdz czy ciag o wyrazie ogdélnym a, = T2 jest rosnacy
n

20. Suman poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (r % O)jest rowna potowie

sumy nastepnych n wyrazow. Znalezé S

S

b’n
—— =2
. (b+4n+b
22. Liczby a,b,c,d sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Suma dwoch liczb

srodkowych jest rowna 24, a suma dwoch liczb skrajnych jest rowna 36. Znalez¢ te
liczby

21. Wyznaczy¢ warto$¢ parametru b, dla ktorej lim



23. Wyznaczy¢ dwa kolejne wyrazu ciagu geometrycznego: V2 +4/3143-42...

.. . . 1
24. Narysowa¢ wykres funkcji f, wiedzac, Ze f(X) jest suma szeregu 1+—+—+...
X X

25.Podac¢ przyktad ciagu malejacego zbieznego do liczby 2

26.Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny o sumie rownej 18. Najwigksza z nich ma
wartos$¢ 9. Wyznacz pozostate liczby

27.Poda¢ wzor ogolny ciagu arytmetycznego, wiedzac, ze suma N pierwszych jego
wyrazéw jest réwna’+n dla kazdego n naturalnego

28.Dla  jakiej wartosci k suma wyrazow nieskonczonego ciagu

geometryczneg@;5;5...Best rowna 37?
039 [

2 3 n
29.Rozwigzaé¢ rOwnanie 1—§+i2—x—+i3—x—+-.-i— X —+--=0
x 3 x* 6 x 12 x" 32"

30.Tloczyn pierwszych pigciu wyrazow ciagu geometrycznego, w ktorym a;=2 jest

réwnysiz. Wyznaczy¢ iloraz q tego ciagu

31.Ciag (an)jes ciagiem geometrycznym. Pokazaé, ze ciag (b,) 0 wyrazie ogolnym
br-ant+1-a, jest tez ciagiem geometrycznym.

32.Dhugosci bokow trojkata tworza ciag geometryczny. Jaki warunek musi spetniac iloraz
tego ciagu?

33.Dhugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Jakie sa dtugosci
przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dtugos¢ 10?

34.Krbtsza przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugos¢ 1. Jakie sa dlugosci
pozostatych bokoéw, jezeli wiadomo, ze dilugo$ci wszystkich bokéw tworza ciag
geometryczny.

35.W Papadocji zbudowano piramid¢ w taki sposob, ze najnizsza warstwa blokow
skalnych miata objgto$¢ V , a objgtos¢ kazde; warstwy stanowita 60% objgtosci
warstwy lezacej bezposrednio pod nia. Jaka objgto§¢ ma piramida, j¢li sktada si¢ ona
z 20 warstw.

36.W ciagu arytmetycznym suma pierwszych n wyrazow o numerach nie parzystych
WYNOSi 3rf-5n. Podaé¢ sume n pierwszych wyrazéw o numerach parzystych.

. . . n-1 . .
37.Dany jest ciag o wyrazie ogdlnym a, =——. Znalez¢ granicg tego ciagu. Ktore
n

wyrazy ciagu maja t¢ wlasnos¢, ze warto$¢ bezwzgledna a, 1 granicy tego ciagu jest
nie mniejsza od 0,01?

38.Zbada¢ monotonicznos¢ ciagu(bp)o wyrazie ogolnynb, = gdzie (g)jest

a’+2
ciagiem malejacym o wyrazach ujemnych .

39.0bliczy¢ sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktorych reszta z dzielenia przez 5
jest réwna 2.

40.Dla jakich warto$ci parametru M suma nieskonczonego ciggu geometrycznego

1
m+2

:m-2;n®-2m® —4m+8;--- jest skonczona?



o

sin(x+1)

41. Oblicz ranice: a) lim b Iim,6 ,————
J ) m,... 1+2+5+..+(2n-1) ) X2 +5x+4
2 —
o lim . 2n°—n d) lim . 1+2+32+...+n e)im.__ n@Bn+2
1+2+3+..+n n 2n* +4/n+3
flim, . (n—n? +5n) g)lim, . (/on? +4n-3n) hlim, , T4 +-* @2
2n°+3n+4
nyl+3+5+..+(2n-1
)lim, . (n*+n-n ) lim, \/ 5 ( )
2n°+n+l
2 I
Qlim 4+8+12+...+4n hlim._ an° +9 piim_ (n2+2).
1+3+6+...+(2n-1) 3n+1 n“ !
npn n n | |
m)lim___ 24 nim_ 2 *3 o)lim__—(n*+2)n
" 2x3" (n+2)!=(n+1)!
| |
p)lim nn+1) Nlim,_ !

" (n=D!(n+2)! VnZ +3n+1-+/n% +2

[ 2 _ _
NN yim, B+l +...+”21§
n

s)lim,, .,

42.Ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a;=2m-3 roéznicy r=m+2.
Dla jakich warto$ci parametru m ciag (bn) o wyrazie ogolnym b, =a®..—a,~ jest
ciagiem arytmetycznym, a dla jakich warto$ci m jest ciagiem geometrycznym?

43.Ciag (an) jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a;=1 1 ilorazie
q=k*+1. Dla jakich wartoéci parametru k ciag (bn) o wyrazie ogdlnym
b, =log®a,,, —log*a, jest ciagiem arytmetycznym, a dla jakich ciagiem
geometrycznym?

44.Si6dmy wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 11, a suma pigtnastu pierwszych
wyrazowjest rowna 210, ktory wyraz tego ciagu jest rowny 262

45.7nalez¢ ciag arytmetyczny, dla ktorego przy dowolnym naturalnym K suman

pierwszych wyrazéw o numerach nieparzystych jest ro8kfar 3k .
46. Wykaz, ze jesli n jest podzielne przez 3to n’-n jest podzielne przez 6.

n+l _
47.Udowodni¢ indukcyjnie, ze dla X #1 zachodzi rowno$é: 1+ X+ x> +...+ X" = X !
x-1
. . D a, +1
48.Dany jest ciag o wyrazach. Obliczy¢ lim
an
49.Rozwigzac¢ rownanie 1— 1 + iz - is +..=x-1
X X X
_y . . , 3n+1l .
50.0d jakiego n poczawszy wyrazy ciagu o wyrazie ogolnym a, = ") spetniaja
n

nier(')wnos'ci|an - g| < 0,01, gdzie g jest granica ciagu (an)?

51.Znalez¢ sume 80 poczatkowych liczb naturalnych, ktore przy dzieleniu przez 6 daja
reszte 3.

52. Trzy liczby, ktérych suma jest rbwnat@orza ciag geometryczny. Jesli dwie ostatnie
z nich zamienimy miejscami, to otrzymujemy ciag arytmetyczny. Jakie to liczby?

3



53.Dla jakich wartosci k zachodzi réwnosé lim . (v4n® +kn —2n) =1?

54.Dla  jakich wartos$ci k granica ciagu 0 wyrazie ogblnym
o = 1-kn®

" 1+6+11+..+(5n-4)

55. Wyznaczy¢ piaty wyraz malejacego ciagu arytmetycznego, w ktorym wyraz drugi
i wyraz czwarty sa pierwiastkami rownania 4> —17@* +4=0

56. Wykopano studnie o gigbokosci 20m. Za pierwszy metr zaptacono p zt, a za kazdy
nastgpny metr zaplacono 2 razy wigcej niz za poprzedni metr. Ile kosztowato
wykopanie studni?

57.Liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Jezeli dodamy do tych
liczb odpowiednio 4,53 to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego
o roznicy 4. Znalez¢ liczby a,b,c.

58.Liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Jezeli dodamy do tych
liczb odpowiednio 35,4 to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego

jest rowna 27?

0 iIoraZie% . Znalez¢ licz by a,b,c.

a, +1 n®
o gdya, =--
a

59.Obliczy¢ lim -

60. Bez rozwijania potggi wyznaczy¢ siodmy wyraz rozwinigcia dwumianu (3 + 2x° )9 :
61.Dla jakiej wartosci n wspotczynniki drugiego, trzeciego 1 czwartego wyrazu
rozwiniecia dwumianu (a+b)" tworza ciag arytmetyczny.

62. Wyznaczy¢ ciag arytmetyczny, ktdorego 5 wyraz jest réwny > a suma pigciu

poczatkowych wyrazéw jest rowna 5.
63. Wyznaczy¢ ciag arytmetyczny, w ktorym suma trzech pierwszych wyrazéw wynosi
27, a suma kwadratow tych wyrazow jest rowna 275.
64.0bwod trojkata prostokatnego wynosi 60 cm. Oblicz dhugos¢ bokéw tego trojkata
wiedzac, ze tworza one ciag arytmetyczny.
65.Rozwiaza¢ rOwnania:
a) 1+4+7+...+x=117
b) (X+1)+(x+4)+(x+7)+...(x+28)=155
1 1
a+b'c+a’'b+c
arytmetycznego td?*;a”;c? sa takze kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
67.W ciagu arytmetycznyma,, = n i a,=m. Obliczy¢ & .

66. Wykaza¢, ze jezeli sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu

68. Wykazaé, ze jezeli w ciagu arytmetycznym spehiony jest warunek s +S, =m?* +n’
to a, +a, = (2m-1)+(2n-1).

69.Dla jakich wartosci k pierwiastki rownania x* —(3k+2)x* +k® =0 tworza ciag
arytmetyczny?

70.W ciagu geometrycznym mamy dane : a, +a; =510a, +a, =102. Dla jakich
warto$ci n suma S, = 30697

71.Boki trojkata prostokatnego tworza ciag geometryczny, znalez¢ tangensy katow
ostrych tego trojkata.



72. Dla jakich a liczby %sina;cosa;tga wzigte w tej kolejnosci tworza ciag

geometryczny.

73.Suma liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna 93. Liczby te sa rowne
pierwszemu, drugiemu i siodmemu wyrazowi ciagu arytmetycznego. Znalez¢ te
liczby.

74.Dla jakich warto$ci parametru m, liczby Xx,y,z bedace rozwiazaniem
ukltadux+y+z=m+402x-y+2z2=2m+2[3x+2y—-3z=1-2m tworza ciag
geometryczny?

75.Wykaza¢, ze jezeli S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego to

Sh (San ~Son ) = (Szn — S )2 '

76.Dla jakich warto$ci x ciag geometryczny 1, (X2 —3X+1) (X2 —3X+1)2... jest zbiezny
1 ma sume¢ 0,8?

77.0bliczyé sume s, =1+2a+3a” +4a’ +...+na"".

L, L X—4 4
78.Rozwiaza¢ nierownosci lim,  ————2—.

“n-vn +n X
79.Oblicz sume wszystkich parzystych liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3.
80. Wyprowadzi¢ wzor na sumg n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

81.Udowodni¢ metoda indukcji., ze dlanON liczba 3°"" +40n- 67 jest podzielna
przez 64.
82.Dla jakich n suma poczatkowych wyrazéw ciagu liczb naturalnych 1,2,3,...n jest
réwna liczbie dwucyfrowej, ktorej cyfry sa rowne?
83.Poda¢ definicje granicy wiasciwej ciagu liczbowego i1 udowodni¢ na podstawie
definicji, 7e im 2=,
n+3

cos’ X

85. Wspdlczynniki a,b,c rownania ax’+bx+c=0 tworza ciag arytmetyczny. Suma tych
wspotczynnikdow jest rowna 24. Jedno z rozwiazan réwnania jest rowne -3. Znalez¢
drugie rozwiazanie tego rownania.

86.Z ciagu liczb naturalnych 1,2,3...n.. wybrano dziesig¢ kolejnych liczb takich, ze po
poprzedzielaniu kazdej przez 3 uzyskujemy reszte 1. Znalez¢ najmniejsza z nich, jesli
wiadomo, ¢ suma wszystkich jest rowna 10.

87.Dany jest ciag arytmetyczny o wyrazacha, = 2,a, = 7,8, =12... uzaadnij, ze pewien

HJ
. , . _ SIN™ X
84.Rozwiaza¢ rownanielim __ (ctgx +ctg®x +..ctgx*"™) = ———

wyraz tego ciagu jest rowny 2007.
(k2 -k-1p? -5
n+2n+2

88.Dla jakich wartosci parametru k granica ciagu a,, = jest liczba nie

wigksza niz pierwiastek rOwnania:
X2 +2x-3 x?+2x-3 x*+2x-3
+ + +
4 8

89.Dla jakiej liczby n suma n poczatkowych wyrazéw w ciagu arytmetycznego &, )jest
réwna 260 jezeli a;=x a, =3X+Yy,a, =5x—-2y-la, =17

90. Wszystkie wyrazy ciagu arytmetycznego (a,) sa dodatnimi liczbami catkowitymi.
Suma pierwszego i trzeciego wyrazu wynosi 4, a ich iloczyn jest rowny 3. Znajdz

X? +2x -3+ =32 -2



najwigksza liczbe naturalng n, dla ktérej spelniona jest nieréwnosé
a +a,+a, +..+a, <50

91.Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (an) jest rowny 1, natomiast dla pewnej liczby
naturalne n suma, poczatkowych n wyrazéw tego ciagu jest rowna 0. Wyznacz wzor
na sumg czg$ciowa spp poczatkowych 2, wyrazoéw ciagu (an)

92.Wykaza¢, ze jeSli ciag (a,b,c) jest jednoczesnie ciagiem arytmetycznym
I geometrycznym to a=b=c

93. Wykaza¢, jesli n-ta suma czeSciowa ciagu (an,) wyraza sie wzorem S, = 3rf+2n dla
n=1,2,... to ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym

94. Wykaza¢ ,ze jesli iloraz pewnego ciagu geometrycznego jest rowny 1442 to kazdy
jego wyraz o numerze wigkszym od 1 jest dwa razy mniejszy od réznicy dwoch jego
sasiednich wyrazow

95.Udowodni¢, ze jesli ciag (an) jest ciagiem geometrycznym, to ciag (bn) okreslony dla
n=1,2.... Wzoremb, = a’n + an2 jest rowniez ciagiem geometrycznym

96.Dziedzina pewnej funkcji f jest rowna przedziatlom %,IB natomiast jej wartosci
O
spetniaja dla kazdego x % ;15 nastgpujace rOwnanie:
O

1+ f(x)+ 2(x)+ £3(x)+...= 31+ w ktérym lewa strona jest réwna sumie
X° + X

wyrazow pewnego nieskonczonego ciagu geometrycznego. Wyznaczy¢é zbidr
wszystkich wartosci funkcji f
97. Wyraza, 1 iloraz q nieskonczonego ciagu geometrycznego zbieznego (an) n=1,2,... sa

réznymi pierwiastkami rownania 2x* —3x—2 = 0. Uzasadni¢, ze

ai +a2 +a3 +"'+a100|3g_

98.Niech A bedzie zbiorem wszystkich wyrazow ciagu arytmetycznego 17,21,25,29,...,
za$§ B zbiorem wszystkich wyrazéw ciagu 16,21,26,... oraz C=An B Obliczy¢
C, +C, +Cy +...+ Cy

99. Suma wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego nieskofnczonego jest rowna 2, za$
suma kwadratow wyrazoéw tego ciagu jest rowna 1. Wyznaczy¢ ten ciag

100. Niech s, (x)= (2x-5)+(2x=5)" +...+ (2x-5)" OxORONON wykazaé, ze :
a)ishieje skonczona granica lim, S, (X) wtedy i tylko wtedy, gdyx[] (2;3); b)

lim_ .S (\/g) jest liczba ujemna

n-o ~n

101. Niech @, gdzie nON, oznacza pole powierzchni trojkata o wierzchotkach
(O;O); B% ;OHBin ;BHWykazaé, ze:
» Oom" O

a) ciag Pz jest staty

n

b) p+p,+p;+..+..23

102. Niech f(x)= > !

T dlax 0 R sprawdzi¢, czy:

a) f(x)+ f2(x) + f3(x)+..= ! dlaxOR
1+ x?



b f(x)- f2(x)+ f2(x)- f*(x)+...

103. Niech s, (x)=

sinx  sin®x
+

5.09_,

ze lim,_,
X X

cog X COS X

1

"~ cos™t x

daxOR

+x°

sin" x
=1

gdziex [



ODPOWIEDZI

a—6n-2

Ciag malejacy
a=4, r=6, a=6n-2
37

33

2046

Nie ma rozwigzania

3—\/§ (3 \/§) S=3+43

36’ 216

o0 A WhE

7. a, =

8. -

9. S;=945

10.-

11.-

12.x=2

13.-

14.(6;12);¢6:12)

15.8, =08, =-La, =0,a, =1
16.1005994

17.x=log,5

18. —

19.-

20.6;S, %20

21.b=-2v b=4

22.a=32, b=16, c=8, d=4 v a=4, b=8, c=16, d=32

23.5-2/69v3-11/2




36.S,=3n*-2n
37.im,__ a, =1n<100
38.Ciag malejacy
39.5=981
1
40.m0(-5;-2)0 (-2, \/é)m(\/é,\/é),s_(mz)S_mz
3...-5 .2 ,..3.

1.1 1,3, cn2.03.0 1 1 o 2
a)E,b)E,C)Aﬁd)E,e)E, f)7,9)§,h)zil)§, J)E,k)z')g,')l.

mM)0; n)0;0)L: )L r)%;s)%;t)l

42.Dla mOR ciag (b,) jest arytmetyczny dla ma ciag ten jest geometryczny
43.Dla k [0 R ciag (by) jest arytmetyczny, dla k=0 jest geometryczny

44. 3,=26

45 -

46. —

47 -

a8t
4

49 135
2
50.n=200
51.-
52.(2;2;2) lub (8:4;2)
53.k=4
54 .k=-5
55.8=-2
56.S,, = p(2** 1)
57. a=1, b=4, c=16
58.a=13, b=9, c=5
50.%
4
60.14515%"
61.n=7
24 42
63.5,9,13... lub 13,9,5...
64.15, 20, 25
65.a) x=25
b) x=1
66. -
67.a,=m+n-p
68.-
-6
69.k =60k =—
19

70. n=10
71. -

41.




2 2

72.\/*/3”- V5-1

73.Hr = L+ kim0 =~ + 2keHOk O C
0 3 3 0

74.(3,15,75) lub (31,31,31)
75.m=30m= =39
5
76-
1 5
7. xD(O;l)D (2;3); X = E;XZ = >
18 5 = n(n+1) 1-

n

da a=1S, = 5 —Nnx 2 _da az1
1-a) 1-a

79.x0(~e0:0)0 (2~ 242;2+ 42

80.82350

81. —

82. —

83. n=10 lub n=11

84.-

85.Rdéwnanie jest sprzeczne

86.x=-5

87.13

88.-

89.kD<1_;/E’;1+\/E>

2
90.n=13
91.n=9
_ _ 2
92.r=—2 g =_°N
n-1 n-1

93. -
94. -
95. -
96. —

97. f(x)D%l‘S@

98.-
99.4220

4 3
100. &, 5,q 5
101. -
102.-
103. a) tak
b) tak

10



