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|. WIADOMO SCI WSTEPNE

Liczby zespolone wprowadzono w XVI w. Paetkowo operowano nimi -
podobnie jak liczbami rzeczywistymi - bez uzasadi@graw nimi radzacych.
Liczby zespolone pojawity siw zwiazku z badaniami sposobow rozzn
rownar algebraicznych trzeciego i czwartego stopnia. Ydteno mianowicie
wzory wyrazajace pierwiastki réwna tych stopni za pomacdziatar +/ i 3/
na wspoétczynnikach rowna Okazato si, ze mana rozwiyzat tymi wzorami
rébwnanie trzeciego stopnia, me¢ trzy ré@ne pierwiastki rzeczywiste, tylko
wtedy, gdy umie si obliczy¢ /-1. Oczywicie, w zakresie liczby do tego
okresu znanych, pierwiastek kwadratowy-Z{ nie istniat. Niemniej, niektorzy
z matematykow zakyli jego istnienie i nazwali go ,licaburojorm”, a
poprzednio znane liczby nazwali liczbami ,,rzecastwini”

. Oznaczajc /-1 przezi, a zatem przyjmag, ze i = -1, utworzono nowe
»liczby” a+bi, ktére nazywano liczbami zespolonymi i okemo czsto
formalnie cztery dziatania arytmetyczne na ,licdba Arytmetyka liczb
zespolonych nie doprowadzita dadnych sprzeczioi. L. Euler (1707-1783)
wprowadzit je do analizy matematycznej, powadufym jej istotny posip.
Okazato s woéwczasgze liczby zespolone, mimze brak im byto uzasadnienia
logicznego, $ waznym narzdziem matematycznym dla badania i opisu zjawisk
fizycznych.

Pocatek wieku XIX przyniést sciste uzasadnienia istnienia liczb
zespolonych.
szczegotow teork liczb zespolonych stworzyli C.F. Gauss (1777-1858).R.
Hamilton (1805-1863). Pierwszy zinterpretowat ligzbespolone jako punkt
ptaszczyzny, w ktérej wprowadzono pewne dziataz@ane dodawaniem i
mnazeniem punktow ,czyli liczb zespolonych. Drugi wpemzit liczby
zespolone jako pary liczb rzeczywistych i gltitenv pewien sposéb mrenie i
dodawanie tych par. Oba uzasadnien@ réwnowane, bowiem punkt
ptaszczyzny jest wyznaczony przezgkezb rzeczywistych (wspoétezinych).

Obecnie liczby zespolone na réwni z liczbamicegvistymi , ktére ména
traktowa& jako liczby zespolone szczegolnego rodzajg, rgezlzdnym
narzdziem matematyka, fizyka i igniera w jego codziennej pracy.



ll. POJECIA OGOLNE WRAZ Z TWIERDZENIAMI

1.Jednostka urojona

Formalnie okréa sk jednostlq urojors i (*) jako liczhe, ktorej kwadrat réwna

sie —1. Wprowadzenie jednostki urojonej prowadzi do uoggiia pogcia
liczby, mianowicie do liczby zespolonej.

2.Liczba zespolona

Post@ ogdlna liczby zespoloneg= a+bi, gdziea i b moze przybra dowolne
wartasci rzeczywiste. Liczb a nazywamy cgicia rzeczywiss, a liczbe b -
czescia urojom liczby zespoloneq. Oznaczenia

a=rez, b=imz?)
Gdy b= 0, wtedya= z (liczba rzeczywista jest szczeg6lnym przypadkigzbly
zespolonej): gdya= 0, wtedy z= bi (liczba urojona, szczegolny przypadek
liczby zespolonej).

Definicja 1. Ciatem liczb zespolonych nazywamyzka ciato K spetniajce
nastpujace trzy warunki:
1. K zawiera ciato liczb rzeczywistych,

2. réwnaniez?= —1ma w cieleK rozwigzanie,

3. K jest najmniejszym ciatem o wiasimiachli 2
Liczba zespoloa nazywamy dowolny element cidfa

Definicja 2.Ciatem wzgédem dziatda + i o, zwanych odpowiednio
dodawaniem i mnaeniem, lub krétko -ciatem, nazywamy &by zbior K

zawieraj co najmniej dwa elementy, w ktérym okiene s te dziatania;
dziatania te majnastpujace wiagciwosci wraz z dowodami:

Dla dowolnych dwoch elementow, z, LI K zachodzi

1.
ztgp=(atcbt g=(c ab Y= z+ ;7

2.
zocz=(ac- bd b aji=( ca dbcb Y& ,2,,z



(+2z)+z=(ar cb- J+(ef=(a ¢ eb o )E
=(ab)+(c+gd+ )= z+(z+ 3 ’
4.

(z,°2)° z=(ac- bd be dpo( e )=

= (ace—- bde- bcf bce ade act bdf

Z0(z°2)=(abho(ce df de of=

=(ace— adf- bde- bcf bce bdf ade gcf

wobec czego 262 o} =120 236 2 )

5.
(z+2)e 2= a ¢cb do( g J=
=((@a+ce-(bt g f(br Je(a r J=
=(ae+ ce- bf- df be de a¥ ¢f=
=(ae— bf,bet ah+( ce df de of=

=(z02)+(2° 2

6.Niech
(3) 7+ 2= 3
gdziez= (X, y). Zatem
(a+x,b+y)=(cd)

wiec

a+Xx=c, b+y=d
Stad

X=Cc—-a, y=d-Db

Réwnanie (3) ma wc co najmniej jedno rozwzanie
4) z=(c—a,d-b)

Poniewa (4) jest-jak tatwo stwierdzi- rozwiagzaniem rownania (3), wt
rownanie 3 ma doktadnie jedno rozaanie. Oznaczamy je przez — z |
nazywamy ranica liczb zespolonycly, i z.

Z (4) otrzymujemy
(c,d)-(a,b)=(c—a,d-b).



7.Liczba zespoloné = (0,0) jest jedynym rozwizaniem rownania
2+60=1z
dla dowolnej liczby zespolone]

8.Niech
(5) 2)02= %
gdzie
(6) %0

Warunek (6) oznaczae obydwie liczbyc, d nie & jednoczénie zerami, wgc
c® +d?)0. Zatemc#0 lub d # 0.
Z (5) otrzymujemy
cx—dy=a, dx+cy=Db
mnazac pierwsze z tych réwmaprzezc, a drugie przez i dodapc stronami
otrzymujemy
of +d? »= act bd.

skad wobec (6)
_ac+ bd
Cc?+d?
Analogicznie otrzymujemy
__bc-ad
Cc?+d?

Réwnanie (5) ma zatem doktadnie jedno rezanie
7) Z_ac+ bd bc- ad
c?+d?’c*+d?

Oznaczamy je przezzi I nazywamy ilorazem liczby, i z,. Udowodnilgsmy

2
zatem,ze zbiér Z jest cialem.

Whniosek.Dla kazdej liczby zespoloneg = (a,b) réznej od (0,0)

£=(10)
Z



3.Interpretacja geometryczna

Niech dany bdzie na plaszczpnie prostoktny ukiad osi wspotrdnych.
Migedzy punktami te] ptaszczyzny a liczbami zespolonymachodzi
odpowiednid¢, na mocy ktérej dowolnemu punktowi M. o wspéltmych a, b
(M.(a, b)) odpowiada liczba zespolora+bi i liczbie a+bi, gdzieai b s
liczbami rzeczywistymi, odpowiada punktu o wspéthaycha, b. Pltaszczyze,
ktérej punktom przyporedkowane zostaly liczby zespolone, nazywamy
ptaszczyzn liczbowa w zbiorze T punktdw ptaszczyzny liczbowej aleeny
dodawanie i mnzenie. Jeeli M.=M.(a ,b) i N=N(c, d) to M.+N=P., M.*N=Q,
gdzie P.=P4+c, b+d), Q=Q’(ac-bd, ad+bg

%lk

Punktom osi odetych odpowiadaj liczby rzeczywiste, a punktom oskdnych
-liczby urojone; osie te nazywamy odpowiednicaaggeczywisi i 0Sia Urojor.
..Zauwamy, ze liczbie zespolonejz=a+biodpowiada na ptaszcayie
liczbowej pewien wektor, o pogiku w punkcie (0,0) i kficu w punkciez i na
odwroét, wektorowi o pocgku w punkcie (0,0) i kacu z odpowiada liczba
zespolona. Jezeli wektory U;, U, map wspotrzdne odpowiednio réwne,, b,

i a,,b, to wektor i=U +U, ma wspohzdne a, +a,,b+b,. Wektor
odpowiadaicy punktowi z + z, (tzn. wektor o pocgku w punkcie (0,0) i
koncu w punkciez + z,) jest sum wektorow odpowiadagych punktomz,



z,. Podobnie wektor odpowiaday réznicy punktow jest ronica wektorow
odpowiadagcych tym punktom.

A

U +Z/l2

Uy u, +'u, 2

21— 4y

4.Modut liczby zespolonej

Definicja 3.Modutem lub wartécia bezwzgédna liczby zespoloneja+bi
nazywamy liczk rzeczywiss nie ujemn okreslona wzorem

2=V + B
Whniosek Modut liczby z réwna s¢ odlegitaci punktuz od pocatku uktadu
wspohrzdnych, tzn. diugéci wektoraOz.

Przyktad.
Oblicz modut z liczby/3 -1

4=}3+i=V(W37 +(-9? =a= 2



5.Liczba sprzzona

Definicja 4. Liczbg sprzzon do liczby zespolonez=a+bi nazywamy liczkh
z=a-hi.

Definicja 5. Dwie liczby zespolone nazywamy spionymi, jezeli map czgsci
rzeczywiste rowne a €gci urojone r@nia sie znakiem.

Whiosek. Punktyz i z s3 symetryczne wzgHem osi OX (rzeczywiste))
6.ROWNGE¢ liczb zespolonych

Definicja 6. Dwie pary(a, b)i (c, d)nazywamy rownymi i piszemy

(a, b)=(c, d)
wtedy i tylko wtedy, gdy
a=ci b=d

Definicja 7.Rowna¢ z z =0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy, =0 lub
z,=0.
Dowadd. Jeeli z #0wowczas z rown&i zz =0 otrzymujemy z, =2. Ze

1
wzoru (7) otrzymamy wowczas, =0.

7.Postacie liczby zespolonej

1) Post& trygonometryczna.

Twierdzenie 1Kazda liczba zespolona&z mozna przedstawi w postaci
trygonometrycznej i zapigsa

z=|2(cosp + isinp ).
Definicja 8. Argumentem liczby zespoloneg=a+bi, z#0 nazywamy kada
liczbe rzeczywisi ¢ okreslona rownaniami

sin =E
2
COS¢ :E

2



Argument liczbyz oznaczamy przezarcz Jest on miar kata, jaki tworzy
wektor Oz z osh rzeczywisy

arcz=¢ + 2kn
Sparod argumentow tej samej liczby doktadnie jeden trspe warunek
nazywamy go argumentem gtéwnym tej liczby i oznacgarzez Gra

Przykiad.
Znajdz argument liczbyL - v/3
-3 _ 43 1 1
sing = =, cosp = =—
J1+3 2 N1+3 2

argl—+/3)= —g + 2k

Przykiad.
Zapisz liczlg z=i+ 1 w postaci trygonometryczne,.

Z=va + P =1+1=42

1.2

c03¢—ﬁ_ 2 g7

sin¢=i=£ :
J2 2

z=~2(cos” + sin i)
4 74

2) Post& wyktadnicza.

Czesto stosuje sinastpujaca post& zapisu liczby zespolongj o moduleq |
argumenciep:a=qgée’ jest to tzw. postawyktadnicza liczby zespolonej

Przyktad.
Przedstaw w postaci wyktadnicze} i+/3.
(i
2e3



lI. DZIALANIA ALGEBRAICZNE NA LICZBACH ZESPOLONYCH

1.Dodawanie i odejmowanie.
Dodawanie i odejmowanigwoch liczb okréla sie wzorami

( +byi) + (2, + byi) =(a,+ ay) +(b+ b) i
(a + b)) —(a, + b,i) =(a;— a) + (b~ by
2.Mncenie i dzielenie.
Mnozeniedwo6ch liczb okréla sie wzorem

a(+bi D)af+Db,i =) afa,—- bb, +) &b+ ha )

W postaci trygonometryczney:

[Q1(COS¢1 +1 sin ][QZ (cop,+i sig, ]):
= qu0p[cod@, + 4,) + i sifg, + 9

Dzielenie dwéch liczb zespolonych oldla sk jako dziatanie odwrotne do
mnazenia. W postaci algebraicznej

a, thi _aa +hb + a,b - alk&i
a+hi &+ a; +b
Postd trygonometryczna

qu(cosp, +i sing, ) _ q,
d,(cosp, +i sing, )_ 07

[cos@, - ¢, )+i sing, - ¢, ]

3.Pokgowanie i pierwiastkowanie.
Pokgowanie liczby zespolonej do pegi n wykonuje s wedtug wzorude
Moivre’'a

[a(cosp +i sip )" =q" (cosg +i sing )
tzw. podnosi & modut do patgi n, a argument mriy Si¢ przezn.
Wzor de Moivre’a stosowamazna przy n catkowitym lub utamkowym,
dodatnim lub ujemnym. Pray utamkowym naley uwzgkdni¢ wieloznacznéc

wyniku.

10



W szczegolngci mamyi? = -1i %= j * = 1i ogolnie:i*™* =ik,

Pierwiastkowanido wyciagani pierwiastka stopnia, jako dziatanie odwrotne
do potgowania, wykonuje si wedtug wzoru Moivre’a dla utamkowego
wyktadnika potgi, tzn. jeeli a =q(cosg +ising) orazn jest liczka naturalna
to

(*) Na= \/a(cow +i )

UWAGA! Dodawanie, odejmowanie, mpenie, dzielenie liczb zespolonych
oraz podnoszenie liczb zespolonych doggoto wyktadniku catkowitym s
dziataniami jednoznacznymi, natomiast vagranie pierwiastka stopnig gdzie

n jest liczka naturalm, daje zawszen roznych wartdci. Jezeli bowiem we
wzorze (*) podstawi@bedziemy k =0.1,2,...n—1, to arg¥a przybierd bedzie
wartoici

. @+ 2km
SIHT

¢ 9+2n ¢+4n g+2An—-Ddn

n n n n
rézniagce st O _n; przy dalszych wartziach k wartas¢ argi/a beda si¢
n

okresowo powtarzaty.
W interpretacji geometrycznej punkty przedstiyge Va sa wierzchotkami

n- kata foremnegdrodek w biegunie (na rys. pokazanoszwartaici ¥/a).
Pierwiastek n- tego stopnia z jedynki.

Poniewa liczba jeden mze by przedstawiona w formie trygonometrycznej
jako: 1=co<0” +isin0°, pierwiastek n- tego stopnia te by otrzymany na
podstawie wzord/z przez przygcie r =1,8 = 0.

V1= cos%" K+ sinzn—n X

gdzie k=0,1,2,3...n-1

11
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0§ rzeczywista
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IV. ZADANIA Z LICZB ZESPOLONYCH

1)Oblicz
da.
b. (1+i)%°
1 .3,
c. ( > |7) :
d. ¥i
e.vJ-4

2)Wykaz prawdziwa¢ tozsamaci:
(1+i dgg", 1+igng
1-idgg  1-idgng
3)Rozwaz rownanie
a. x*+2ix+3=0
b. x* —4x+13=0.

13



ODPOWIEDZI

1)
a. (1 +i£)20
2 2

NG

: 1 . . : .
Liczbe zespolon z= > + |7 przedstawiamy w postaci trygonometrycznej
z=cos +iCsin’..
3 3
A wiecC
z%% = (cosﬂ + i Osin’” ¥0= 0052971+ i Si%9ﬂ=
3 3 3 3

2 . 2 m . I
=cos@rr+—7r)+i Sinerr+—7m)=— cos-+i SR =
3 3 3 3

:—1+i£_
2"
b.
(1+0)° =[V2(cos” +i sin? )P =25(codt +i sidl ¥32 .
R 5 S
C.
=123y Zrcose 2 )+ sine 200 = cogrr+i sir= 1
2 "2 3 3
d.

Modut liczbyi rowna s¢ 1, a jednym z jej argumentow jest Iicz¢a:§. W

mysl wzoru

W, =1/\z|(cos¢+j+i sinw )k=012,.n-1gdzie g|4 oznacza
n n
pierwiastek arytmetyczny, mamy zatem
m . .o N3 .1
Wy =COS— +i Sin-=—+i—,
6 6 2 2

5 . .5 NER
W, =COS_/T+i Sin-7m=—-——+i—- ,
6 6 2 2

9 . . 9 :
W, = COS= 7T+ Sin- /7= —i
6 6

14



e.
Poniewa |- 4| = 4 jedynym argumentem -4 jest wigcC

W, = 2(cos§ i sing =

w, = (cosg T+ singﬂ)z -2i .

2)
1+idge", 1+idgng
O dgg ' 1-iGgng
Poniewa
1+itgy cosp +i sinp
1-itgp cosp —i sinp
wigC na mocy wzoru de Moivre’a
1+itgp,, cosp +i sip _1+itgng
(1—itg¢) " cosp—i sip  1-itgng
3)
a.
x* +2ix+3=0
A=-16
VA =4
X, = =3I, X, =1
b.
X* +4x+13=0
A=-36
Jh =6

X, =2-3,X, =2+ 3,

15



Bibliografia

1.R. Leitner, W.Zakowski “Matematyka - kurs przygotowawczy nazage
uczelnie techniczne.” Wydawnictwo Naukowo -chieiczne Warszawa
1968.
2. W. Janowski, J. Kaczmarski “Liczby i zmienne zegpel.” Wydawnictwo
Szkolne i Pedagogiczne Warszawa 1986.
3.J.N.Bronsztejn, K.A. Siemiendiajew “Matematyka - dReznik
Encyklopedyczny” Pastwowe Wydawnictwo Naukowe Warszawa 1968.

16



