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1.UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

Uktad:
ax +hy=g¢g

a,Xx +by=¢
nazywamy uktadem réwndiniowych.
Rozwizaniem uktadu jest kda para liczb spetnigga kade z rowna.
Przy rozwazywaniu uktadéw rownakorzystamy z twierdzeo réwnaniach rownowaych.

METODY ROZWIAZYWANIA
|. Graficznie.

ax thy=g

a,Xx +by=¢
Kazde z rowna uktadu przedstawia prastMetoda graficzna polega na wyklieniu obu prostych i
wyznaczeniu punktu ich przecia, ktory jest szukanym rozgaaniem.

Ty
Xar by =¢
\74
/ >

2a+ by =¢

Jezeli proste przecinajsie; to uktad ma doktadnie jedno rozmanie.

Jezeli proste nie majpunktéw wspolnych (asrownolegte ), to uktad nie ma rozgania.
s y

1Xak by =¢

\
»at by = 6 — X

Jezeli proste pokryway sie, to uklad ma nieskazenie wiele rozvaizan.
II. Metoda podstawiania.

Mozna p zastosowado takich uktadow réwma w ktérych pewne z rowmgpozwala wyrazi jedm
niewiadona w zaleznosci od pozostatych niewiadomych.
Przyktad
W uktadzie rowna:

X + 6y =7
{3x +2y =5
wygodnie jest obliczy/x z pierwszego rownania x =7 - 6y i podstado rownania drugiego.
X =7 -6y
{3(7 -6y) + 2y =5

X =7 -6y
21 - 18y + 2y = 5



X=7-6
y=1

X =7-06y
-16y = -16

x =1
y=1
Odp. Jedynym rozwrzaniem danego uktadu rowmngest para liczb (11,1).

[ll. Metoda przeciwnych wspotczynnikow.

Polega ona na maeniu poszczegdlnych réwhgrzez tak dobrane liczby, by po dodaniu
pomnaonych rowna otrzyma réwnanie zalene od mniejszej liczby niewiadomych.
Przyktad

W uktadzie rowna:

2x - 5y = -19
-5x + 3y = 19
mnazac pierwsze réwnanie przez 5, a drugie przez 2yotujemy:
2x -5y = -19 /05
-5x + 3y =19 /0 2
10x - 25y = -95
-10x + 6y = 38
Dodapc oba otrzymane réwnania do siebie, mamy:
1025y -10x + 6y = -95 + 38
-19y = -57
y=3
Podstawiajc y = 3 do jednego z rowhalanego uktadu, otrzymamy:
2x - 513 =-19
2X=-4
X=-2
Odp. Rozwizaniem uktadu réwngjest para liczb (-2, 3).

IV. Metoda wyznacznikow.

Niech dany bdzie uktad rowna liniowych:

ax +hy=g¢g
X +thy=g¢
Rozpatrzmy dwa przypadki:
aXx +hy=¢ /0h ax +hy=g¢ /0 (-39
X + by =¢ /0(b X +hy=¢ /03Q
a,b,x + hby =¢h -a4ax-hay = -¢a
+ +
-a,bx-bby= -¢h a,ax+aby=c¢a
dox - abix = by - gb; - by + abpy = -ca, + &
(g2 - @b1)x = ¢ib, - Gy (@ - b))y = Gay - Ciap




Definicja
Wyrazenie ab, - ab; nazywamy wyznacznikiem uktadu i zapisujemy:

a by

W= =By - &by

a b

Definicja
Wyrazenie gb, - ¢b; hazywamy wyznacznikiem ze wzdl na x i zapisujemy:

¢ by

W= =, - by

g by
Definicja
Wyrazenie ¢a; - Ga nazywamy wyznacznikiem ze wzgu na y i zapisujemy:

a C

W= =@y - O

a C

Rozwhzujac podany wyej uktad rowna liniowych otrzymalimy:

(@b, -3 R)I_x =cb, -ch (ab, -ah)d y =ca -qga
—_— X — —_— — —_—
w Wy w y Wy
Woéwczas:
1. Jeeli W £ 0, to uktad ma jedno rozw#anie postaci:
WX
X =
W
W,
= Y
Y w

Uktad taki nazywamy wowczas uktadem rowmanaczonych lub uktadem rowhaiezalenych.

Geometrycza interpretacj uktadu g dwie proste przecingie s¢ w punkcie ( X, y).

2. Jeeli W =W, =W, =0, to uktad ma nieskozenie wiele rozvazan i nazywamy uktadem rowia
nieoznaczonych lub uktadem rownzaleznych. Geometryczninterpretacj takiego uktadusgsdwie
proste pokrywaijce sé.

3.Jeeli(W=0iWz0)O(W=0iW,#0), to uktad nie ma rozazan i nazywamy uktadem
rownan sprzecznych. Geometryczimterpretaci uktadu g dwie r&ne proste rownolegte.

Przyktad
Rozwaz ukfad rowna metody wyznacznikow.
33X +2y =9
-4x + 3y = -2
Obliczamy wyznacznik danego ukfadu rovmimiowych.
3 2
W = =[33-(20(-4))=9+8=17
-4 3
Obliczmy wyznacznik uktadu ze wzglu na x
9 2
W= =913-(20(-2))=27+4=31
-2 3
Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdu na y
3 9
W= =3(-2)-(90(-4))=-6+36=30
-4 -2




Zatem ukiad ma jedno rozgwanie postaci:

= W, X = i—;
w
Wy
T w y= >
17
L . 1 30
Odp.: Rozwdzaniem jest para I|czb17, 17 ).
Zadanie 1
Rozwhz ukiad rowna metod, wyznacznikéw.
18x - 2 = 21y
15y + 7 = 24x
18x - 21y = 2
24x - 15y = 7
Obliczamy wyznacznik uktadu rowha
18 -21
W = = I8(-15) - (240(-21)) =-270 + 504 = 234
24-15
Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdl na x.
2 -21
W= =21(-15)-(70(-21)) =-30 + 147 =117
7-15
Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdu nay.
18 2
W= =1817-(2402)=126-48=178
24 7
Zatem podstawiaf do wzoru otrzymamy:
_ W 117
X = X = —
W 234
— Wy y = 7_8
7w 234

Odp.: Rozwizaniem uktadu jest

Zadanie 2

. 117 78
para I|czb—(§—, —).
234 234

Rozwhz dany ukfad réwnastosujc metod przeciwnych wspotczynnikdw.

1 X 1
—(y+=-)-=(x+2)=11
Sy D) - (x+2)

1
x-2y+—:Z[2x+3(y-—)}
1 1 1 2 11
_y _X__X____

2 4 5 5 10
1 1
X-2y + - = —| 2X + 3y - =
Vg sy XS
Ey Ex-}x-g—l—l/DZO
2 4 5 5 10
1 1 3 3
X-2y+=- ==x+-y-—- /08
Y 2 4y 8

10y + 5x - 4x - 8 = 22
8x - 16y + 1 = 4x + 6y - 3



X + 10y = 30 /O 2
4x - 22y = -4 |+ 2
2x + 20y = 60
2x - 11y = -2
Odejmupc drugie réwnanie od pierwszego, mamy:
2x +20y - (2x-11ly)=60-(-2)
2x+20y-2x+11ly =60+ 2
3ly=62 K 31
y=2
Wstawiajc otrzymane y = 2 do dowolnego z rovingtadu maemy obliczy x.
X+ 10y =30
x + 1002 =30
x=30-20
x =10
Odp.: Rozwizaniem uktadu rowngjest para liczb ( 10, 2).

Zadanie 3

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 13. Gdy zmiry porzdek cyfr, otrzymamy nowliczbe,
ktora jest o 27 wiksza od liczby poprzednie;.

Oznaczmy przez x cyfidziesatek szukanej liczby dwucyfrowej, za y natomiastreyedndci tejze
liczby. Szukana liczba ma wa post& 10x + y ; a nowa liczba, otrzymana po zmianie paka cyfr
liczby pierwszej, ma postalOy + x.

Z tresci zadania wynikaze suma cyfr szukanej liczby wynosi trzyoie.
X+y=13
Liczba druga natomiast jest od nieghksza o 27.
10x +y + 27 = 10y + X

Konstruujemy uktad rowria
X +y =13
{10x+y+27:10y+x
X +y =13
{9x-9y— -27 1+ 9
X y—13
{x-y—-s
X +y =13
{x+y (x-y)=13+3
{x+y—13

2y

< X
T

<
I

x
+

o1 00 0 oo <
I
i

e

Sprawdzamy, czy rozaianie uktadu rownajest prawidtowe. W tym celu wstawiamy otrzymane
cyfry do z rébwné uktadu.



Odp.: Szukamliczba jest 58.

Zadania do rozwigzania
1. Jereli pewry liczbg podwoimy i od otrzymanego wyniku odejmiemy 20,tgasie otrzymaa w ten
spos6b nowliczbe zndw podwoimy i znéw odejmiemy 20, to otrzymamyoo. to za liczba?

2. Zmieszano dwa rodzaje syropu, syrop zawiesay 0% czystego cukru z syropem zawigrgn
20% czystego cukru. po zmieszaniu otrzymankgléyropu zawieragego 50% czystego cukru.
Oblicz mas kazdego rodzaju syropu.

3. Na pocatku roku szkolnego w liceum byto o 20 harcerzgeej niz w sasiednim technikum. Do
kaica roku szkolnego liczba harcerzy wzrosta w liceub%, a w technikum % stanu na

pocatku roku szkolnego i wtedy liczba harcerzy w obdzajach szkét byta jednakowa. llu
harcerzy byto na pogtku roku szkolnego w kKalej z tych szkét?

4. Dwa okegi sa styczne zewgtrznie. Odlegté¢ srodkow tych okegéw wynosi 21 cm, a stosunek
dtugasci promieni 4 : 3. Oblicz diugié promienia kadego z okggow.

5. Dwie fabryki wedtug planu powinny wykot&acznie 550 tokarek. Pierwsza fabryka przekroczyta
plan o 10%, a druga o 8% i wowczas obie falngkem wykonaty ponad plan 50 tokarek. lle
tokarek wykonata pierwsza fabryka, a ile dfiga



2. UKEAD ROWNAN Z WARTOSCIA BEZWZGLEDNA

Definicja
Wartascia bezwzgédna z liczby x nazywamy:
- liczbe x, j&sli jest ona wgksza lub rowna O.

- liczbe przeciwmy do liczby x , j&éli jest ona mniejsza od O.
x dla x=0

x| =

-x dla x<0

Przyktad
Rozwaz dany ukitad rowna

{IXI+y=2

2x -y =1

Rozbijamy warté¢ bezwzgédna na dwa przypadki, korzystaj z definicji wart@ci bezwzgtdne;.

x>0 x<0
Poniewa X = 0 nie zmieniamy znaku wyrazu Poniewa x < 0 zmieniamy znak wyrazu pod
pod wartécia bezwzgédna.
wartécia bezwzgédna. -X +y =2
{x+y:ZT 2x -y =1 ¥
2x -y =1 X+y=2
{X ty=2 {x =3
33X =3 -3 + = 2
{x +y =2 X = 3
x =1 y=25
1 X =3
1

b

x = 3 nie spetnia warunku x < 0.

Odp.: Rozwizaniem uktadu jest para liczb ( 1, 1).

Zadanie 1
Rozwiz ukfad rowna z wartgciag bezwzgédna.

{2x + 3y

3X-y=3
y=>0 y<0
2x + 3y = 13 2x - 3y = 13
3x-y=3 /O3 3x-y=3 /O3
2x+3y:13| 2x - 3y = 13
+ -
9x - 3y =9 9x - 3y = 9
2Xx+3y+9x-3y=13+9 2x-3y-9x+3y=13-9
11x =22 Ix =4
X=2 g_
Podstawiajc x =2 do jednego z rowfianamy: X7
3x-y=3 Podstawiajc otrzymane x do jednego z rowin
6-y=3 mamy :
y=3 3x-y=3
22

7 Y77




X =2 _ 33
=7
y =3 x = 2
7
- .33
7
N L . . .4 33
Odp.: Rozwazaniem uktadu rownasa dwie pary liczb (2, 3) i (7, = ).
Zadanie 2
Rozwiz ukfad rowna.
[ x| + 1yl =
X-2y =0
x =20 X <0 X <0
y=20 y < >0 y <0
x+y=1 x-y=1 -X +y = -x -y =1
- - +
X -2y = - X-2y = -2 X -2y = - X-2y = -2
X+y-= Xx-y=1 X +y = -Xx-y =1
3y = 3 y =3 Wy = - -3y = -1
x=0 X =14 X = 4
X = -
y =1 y =3 y = 3
_ 1
y=3 nie spetnia warunkix=0 nie spetnia warunku y 3
y<0 X<0 1 . .
y—é nie spetnia
warunku
y<0
Odp.: Rozwizaniem danego ukfadu jest para liczb (0, 1).
Zadanie 3
Rozwhz uktad rowna.
7x| +2y =3x+y
|2x+3y|
x =20 x =20 X <0 X <0
2x + 3y=> 0 2x + 3y <0 2x + 3y=> 0 2x + 3y <0
x =0 x =0 x<0 Xx <0
y 2 -Zx < -Zx y = -Zx y < -=X
B Y= 73 B
X + 2y = 3X + 2 X + 2y = 3Xx + 2 —7X +2y = 3Xx + 2 [-7x+2y = 3Xx + 2
2x + 3y = 3X -2X - 3y = 3Xx 2x + 3y = 3X -2X - 3y = 3x
4x + 2y = 2 4K + 2y = -10x + 2y = 2 -10x + 2y =
-x +3y =0 /04| |-5x-3y = -x+3y =0 /010 |-5x -3y =0
AX + 2y = 2 4 ~10x + 2y = 2 -10x + 2y =
+
-4x + 12y = 0 W = = -2 10x+30y—0‘ -10x - 6y =
-5 -3




4x + 2y = 2
{14y =2
4x+2D£=2
7
1
y=73
4x+g:2
7
1
¥ =37
4x:1—2 [ + 4
1
y=3
x= 3
7
1
T3

-Xx+3y =0
-6 {-28y =2
-Xx+3y =0
1
ol V7 14
X + 3( -i) =0
14
_ 1
Y,
K= -3
14
_ 1
Y,
y= L nie spetnia
14
2
warunku y= 'EX'

-10x + 2y = 2
o -
-10x + 2y = 2
{8y:2
-10x+3=2
4
1
e
x= -3
20
1
e

1 . .
y= 2 nie spetnia

2
warunku y < —3—x .

Zadania do rozwigzania
1. Rozwiz uktad réwna:

2. Rozwaz uktad rowna:

3. Rozwaiz:

4. Rozwiz uktad réwna:

5. Rozwiz:

.. Rozwazaniem g dwie pary liczb (;, % )lub (3,-5).

y+x-1=20
|y|-x-1:O
x+3y|=1
X+y+3=0
y +2x = -




3. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH Z PARAMETREM
Definicja

Parametrem nazywamy wielditerows, ktéra w danym zadaniu zaptije liczkz.
Uwaga !

Parametry oznaczamy zazwyczaj pierwszymi literdfabatu ( a, b, ¢, d ), a zmienne ostatnimi
literami alfabetu (X, y, z).

Uklady rowna z parametrem rozwzujemy traktugc parametr jako wiadom
Przyktad

Dla jakiego parametru m rozawaniem uktadu rowna

mx -y =2
X+y=3
jest paraliczb (1, 2).

Powyzszy uktad rowna najtatwiej rozwizac mozna na dwa sposoby.
a) Sposoéb pierwszy.

Rozwigzujemy uktad rownastosugc metoa@ przeciwnych wspoétczynnikow.
mx -y =2
X+y=3
Dodapc do siebie oba rownania uktadu otrzymujemy:
mx+Xx=5
X(#Ll)=5/:(m+1) ; zalenie: mz -1
5
m+ 1
Podstawiajc otrzymane x do drugiego rownania danego uk&tzymujemy:
X+y=3
y=3-X

5

m+ 1

_3(m+1) 5

T m+1 m+1

3m+3-5
m+ 1

_3m - 2

T m+1

Z tresci zadania wynikaze rozwhzaniem uktadu ma ldypara liczb ( 1, 2 ). Podstawaajotrzymamy:

y=3-

1= U + 1
m+1‘ (m )

2—3m_2‘D(m+1)
T m+1

m+1=25
2m + 2 = 3m - 2

m=4 4
m =
m:4:>

Odp.: Dla parametru m = 4 rozyzaniem uktadu rowngjest para liczb (1, 2).
b) Sposéb drugi.

mx -y =2
X+y=3

J&li rozwiazaniem uktadu ma Iéypara liczb ( 1, 2 ), to musi ona spethkazde z jego rowna
Podstawiajc otrzymujemy:



I
w N

m- 2
1+2

m=14
3 =3
Odp.: Dla parametru m = 4 rozganiem uktadu rowngjest para liczb (1, 2).

Zadanie 1
Dla jakiego parametru a proste
X+y=a i x+ay=1
przecinag sie w Il ¢wiartce uktadu wspotenych.

X+y=a
Xx+ay =1

Obliczamy wyznacznik uktadu rowfia

1 Il
W|= =a vl
S
Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdlu na x:
a 1
W, = =31
1 @
Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdl na y:
1 2}
W = =1-a
1 Il
Zatem uktad ma rozwazanie postaci:
WX
X =
w
W
= Y
y w
a’-1
X =
a-1
y = l1-a
a-1
¥ = @a-1)(Ga-+1
(a-1)
-(a-1
= @-D
(a-1)
XxX=a+1
y = -1

Aby proste przecinaty sw Il ¢wiartce ukladu wspotednych, to rozwizaniem musi by para liczb

ujemnych.
x <20
y <0

a+1<20
-1 <0

a< -1
-1<0



Odp.: Dla parametru a < -1 proste te przeaisigjw lll ¢wiartce uktadu wspétednych.

Zadanie 2
Dla jakiego parametru t, rozyzianiem uktadu
tx + |yl =1
x| +ty=0
jest para liczb o przeciwnych znakach.

x =20 x <0 x <0 x =20

y=20 y <O y=20 y <O
Poniewa ma by para liczb o tx -y =1 tx +y =1
rozwigzaniem powyzsze dwa uktady X+t =0 X+t =0
przeciwnych znakaclwarunkow i/ 1 ty 1

L iniai zadania. -
rowna nie spetniai zadania W= 241 W= 24 1
1 -1
1 -1 1 1
WX = =t WX = =t

0 f 0 i
t t 1

1 -1

X = ! X = !
t? + 1 t? + 1
! _ 1

YT e YT e
t>0 t<0

Odp.: Rozwazaniem uktadu jest para liczb o przeciwnych znaldiaht] R; z wyptkiem 0.

Zadanie 3
Przeprowag dyskusg istnienia i liczle rozwiazan uktadu w zalenosci od parametru.
2x + 3y = 4
4 + my = 2m
2
W =S =2m+12
4 m
4
WX = = '2m
2m
2
W= =4m - 16
4 2
uktad oznaczony ukitad nieoznaczony ukitad sprzeczny

2m-12#0
2m#z 12

{

W, # 0

[w=o
W, # 0




m# 6 W =0 2m - 12 =0 (2m - 12 = 0O
Uktad ma rozwizanie postaci: W, =0 om# 0 {4m _16% 0
X = W, W, =0 {Zm = 12 {Zm = 12
w Y 0
W o2m-12 = 0 m# 0 dm # 0
y=Wy 2m = {m:6 D{m:6
_-2m dm - 16 = 0 m# O m# 0
T om-12 2m = 12 m=6
y = 4m - 16 m =
2m - 12 4m = 16
m=6
m=20
m=14
Poniewa jest to uktad
sprzeczny, przypadek nie
zachodzi.
Odp.: Dla parametru m6 ukiad jest oznaczony i ma rozganie postaci ¢ 2m - 4m - 16),

2m- 12° 2m- 12
dla parametru m =6 ukiad jest sprzeczny.

Zadania do rozwigzania
1. Dla jakich wartéci parametru m rozwzaniem ukfadu rowna

2x -3y = 4
4 + my = 2m
jest para liczb dodatnich?
2. Rozwaz uktad rowna:

4x - 3y = 7
mx -y =2
Dla jakich wartéci parametru m liczby X,y spetniag ten uktadsujemne?
3. Dla jakich wartéci parametru k rozweaniem uktadu

X-y=k-1
2x -y = -3 -k
a) jest para liczb ujemnych?
b) jest para liczb dodatnich?
C) jest para liczb o przeciwnych znakach?
4. Para liczb ( x, y), jest rozgaaniem uktadu rowna
X-y=-1-m
2X -y = 2m
Dla jakich wartéci parametru m punkt P = ( X, y ) nalelo kota o promieniu r =/5 i srodku w
pocztku uktadu wspoétregdnych?
5. Zbadaj dla jakich wargoi parametru m uktad réwna
4x - 3y =7
mx -y =2
jest uktadem réwmrianiezalenych, zalenych, sprzecznych.



4. UKLAD TRZECH | WIECEJ ROWNAN LINIOWYCH.

METODY ROZWIAZYWANIA
I. Metoda Sarrusa ( wyznacznikow ).

Niech dany bdzie uktad:
ax+hy+gz=4d

X+ by+cz=4d
X + by +gz=4d
wtedy:
a b cf @b
W=la b ¢| a p =abc +bga 4t¢ab ;chac¢h,-bag,
a b g a b
d b ¢ d b
Wx: dz Q G g p :1d2b3c +1b203d +1C2d3b 19Q'dacfp3'biazcs
d b g d ;b
a d ¢ a2 ,d
W, =|la ¢ ¢| a g =adc +dcga f¢ad redacd,-dag,
a d ¢£| a d
a b d| a b
W, =l|a b d a bp =,a,b,d +bdia dab ;dbadb,-bagd,
a b d| a ;b

i rozwiagzaniem ukfadu ( o ile istnieje ) jest tréjka liczb:

=

X =

<
1
Zs|2s

w

Przyktad
Rozwhz uktad rowna metod, wyznacznikdw.
X+y+z=-2
2x + 2y + 3z = 8
X+3y+22=56
Obliczamy wyznacznik uktadu trzech réwina

311 31
W= 2 2 2 2=08 2 2+1 B 1+H203-10 211-30303
1 32 13 -10202=12+3+6-2-27-4= -12

Obliczamy wyznacznik uktadu ze wzdu na x:

-2 1 11-2 1
W =182 3|82 =-2 2 2+103 6141803 -10 2] 6-( -2303
6 32|63 -108L2=-8+18+24-12+ 18- 16= 24



Obliczam wyznacznik uktadu ze wzdu na v:

3-21|3-2
W =|2 83 2 8 =@B@ 2+(@p01+1026-0 8 + B30 6
1 62 1 6 - [2202=48-6+12-8-54+8=0

Obliczam wyznacznik uktadu ze wzdu na z:

3 1-2| 31
W, = 2 2 22 =3 2 6+m DB 12H203-(2d 20 1 8 8 3
1 36| 13 - 10206 =36+8-12+4-72-12= -48

Podstawiajc otrzymujemy:

=

24

X = —= = X = -2
W -12
W, 0
YE W Y= 1 y =0
A _ 48
z—W Z_E z =4

Odp.: Rozwizaniem jest trgjka liczb (-2, 0, 4).
II. Metoda przeciwnych wspotczynnikow.

Uktad trzech i wgcej réwnah liniowych rozwhzuje s¢ ta metod, tak samo jak uktad rowha

liniowych.
Przyktad
Rozwhz metod, przeciwnych wspoétczynnikow.
X+y=3
y+z=>5
X+z=4
XxX+y=3
z+y=5|14 -
X+z=4
Od réwnania pierwszego odejmujemy réwnanie drugfizymupc:
X-z= -2
X+z=4 [ S
X+y=3
Dodajemy do rownania pierwszego rownanie drugizyatujac w ten sposob x.
2x = 2
X+z =4
Xx+y=3
x =1
1+z=14
1+y=3




x =1
y =2
z =3
Odp.: Rozwizaniem jest trojka liczb (1, 2, 3).

[ll. Metoda podstawiania.

Uktad trzech i w¢cej rowna liniowych rozwiazuje sk ta metod, tak samo jak uktad rowna
liniowych.
Przyktad

Rozwhz metod, podstawiania:

2x +y + 3z =13
X+y+2z=6
3Xx+y+z=28

2x +y + 3z =13
X=6-y-2
3Xx+y+z=28
2(6-y-z)+y+ 3 =13
3(6-y-z)+y+z=28
X=6-y-2

12 -2y -2z +y + 3z = 13
18-3y-3z+y+z=28
X=6-y-2

-:y+z=1

-2y -2z = -10 [+ (-2)
X=6-y-2

-y +z=1

y+z=5 -5
X=6-y-2

Odejmupc od pierwszego rownania drugie otrzymujemy .

-2y = -4
Z=5-Y
X=6-y-2
y =2
z =3
x =1

Odp.: Rozwizaniem uktadu jest trojka liczb (1, 2, 3).

Zadanie 1
Rozwhz metod, Sarrusa:

2x -3y +z =10
3X - 2y
2x - 3z

-11



2 -3 1|2 -3
w=l3 -2 0 3 -2=12+0+0+4 -@7 = -11
2 (-3 2 C



10 -3 1| 10 -3
w =| 8 -2 0 8 -2 =60+0+@®2-0-72-=
-11 0 -3(-11 O
2 0 1, 2 A«
W, =13 8 0 3 8 = -48+0-336-0+ 90
2 -11 -3 2 -11
2 -3 10| 2 -3
W, =13 -2 8 3 -2 =44-48+ 0 + 400 - 99 =
2 (-111 2 O
Podstawiajc otrzymujemy:
x = x = 3% X
W -11
_ W _
Y—W y_Tl y
z:Wz zzﬂ z
W -11
. 4 7 63
Odp.: Rozwizaniem jest 1 11 11 ).
Zadanie 2
Rozwhz dowolm metod,.
2m + 3n = 12
3m + 2k = 11
3n + 4k = 10
3n + 4k = 10
2m + 3n =12 /O 3
3m+ 2k =11 /O 2
3n + 4k = 10
6m + 9n = 36| &, -
6m + 4k = 22
3n + 4k = 10
9n -4k = 14 Lo+
2m + 3n = 12
3n + 4k = 10
12n = 24
2m + 3n = 12
302 + 4k = 10
n=2
2m + 30 2 = 12

-34

-7

-63



k =1

n=2

m =3
Odp.: Rozwazaniem gliczby k=1,n=2, m=3.

Zadanie 3

Rozwhz:

3x + 2y -5z =14
X+y+3=1
2x + 3y - 22 =6

32 -5 32
wW=1]-11 3] -1 1=-6+12+ 15+ 2027 -4 =20
23 -2 2 3

Poniewa W = 0 dany ukfad nie ma rozgzania.
Odp.: Brak rozwizania.

Zadania do rozwigzania

1. Oblicz:
A(x-1)+2(y-2)+(z-7)= -8
X+ 2y + 7z = 10
Xx-y=20
2. Oblicz:
X-y-z=20
X+4y =2 + 2z
1
Ax + 1) -:€y+§) +4z = 6
3. Oblicz:

5x +y-72 =0
59X - 22 = 3
3X-y+2z2=3
3X + 2y -10z = -3
4. Wyznacz X, Y, zZ.
X+3y+2z=1
2x +4y +z =1
4« + 6y -z =1
X+ 7y + 3z =2
5. Oblicz:
X+3y-32=1
2x +y-2z=1
X+y+z=3
X+2y-32 =1




5. UKLADY NIEROWNOSCI LINIOWYCH.

Uktady nierowndci liniowych rozwhzujemy graficznie.

Przyktad

Przedstaw w uktadzie wspoédnych zbidr rozwgzan tego uktadu.

y< -x+1
y>|x-2 -3

Zadanie 1
Wyznacz An B, jesli:

A={(xyyyzx+4

B={(x,y);x> -10 y<§

y=2x+4

v<E

v>-1




Zadanie 2
W prostoktnym ukfadzie wspotednych XOY na ptaszczpie wyznaczy punkty, ktorych
wspotrzdne spetniaj uktad nieréwnéci:

{Zx +y-220

X-2y+2< 0

\ A

\\ Y
\\ e
,/’\ .
X
~ //
y:%x+1
y=-2+2

Zadania do rozwigzania
1.Przedstaw na ptaszazye wspotrzdnych zbior rozwizan uktadu:

y-2x < 2
{Zx +3y-6<0
2.Zilustruj na ptaszcznie wspotrzdnych zbidr rozwizan uktadu:
2x -3y -6 <0
{Zx -y <2
3.Przedstaw ilustragjgraficzry zbioru rozwizan uktadu:
y + 2< 2x
2y + 5x = 10
5x - 2y - 10 O
4.Przedstaw ilustragjgraficzry zbioru rozwizan uktadu:
XxX-y=s1l
X+y< 2
y <2
5. Przedstaw na ptaszdnye wspotrzdnych zbior rozwizan uktadu:

{IXI +lyl=1

|x|+2|y|s4




Odpowiedzi do zada

1.1.15.

1.2. Syropu 70% byto 6 kg, a syropu 20% byto 4 kg .
1.3. Liczba harcerzy w Liceum - 80, w technikun®- 6
14.12cmi9cm.

1.5. 3301 270.
21.x=0,y=1
22.x=-5,y=2lubx=-2,y=-1.
23.x=2,y=3.

11 23
24.x=1,y=-1lulx = 19" y = 19"

2.5. Rozwizaniem g takie punkty na prostej] x +y=4e x> 0iy > 0 oraz na proste] x +y =-1,
takieze x< 0iy< 0.

3.1. Rozwazaniem jest para liczb dodatnich, gdy(h O, 4 ).

3.2. Rozwiazaniem uktadu réwngjest para liczb ujemnych dla m-;>.

3.3. Rozwazaniem uktadu jest:
1
a)k>--,
b)k<-1,
c) kO(-1, -%).

3.4. mU <—2—2 0>
4. o5 .

4
3.5.Dla m =§ ukiad réwna sprzecznych,

dla pozostatych m uktad rownaiezalenych.
41.x=1,y=1,z=1.
42.x=1 S
2.X = ,y—2,z—2.
43.x=1,y=2,z=1.
4.4. Uktad ma nieskmzenie wiele rozvazan.
4.5. Uklad nie ma rozwrzan

5.1. 5.2.

2x + 3y- 6 <C

y<2+2




5.3

5.4.

5x-2y-10< 0

3y+2< 2x

2y + 5x =2 10

7\
\4




