ELEMENTY STATYSTYKI

1. DANE

W badaniach statystycznyglvpulaci nazywamy grug osob, zwierat, roslin lub
przedmiotéw badanych. Interesujas przy tym pewne wybrane cechy tych populagkid
cechy nazywamymiennymii oznaczamy diymi literami X, Y, Z itd. Nas bda interesowéa
gtéwnie cechy wyrzajace st za pomog liczb (cechy iléciowe). Wartéciami zmiennych
nazywamydanymi Dane zmiennej X oznaczamy przez Xz ,..., % , dane zmiennej Y
oznaczamy przezy Vs, ..., Y itd.

PRZYKLADY

1. Wzrost ucznidéw waszej klasy jest zmignDane stanowiliczby wyrazajace ten wzrost
np. w milimetrach.

2. Ocena jakotrzymat z matematyki kaly uczé waszej klasy w poprzednim roku nauki,
jest zmienn. Danymi w tym przypadku mogty byoceny: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Oceny naguej
nie zyczymy nikomu (hehe).

W badaniach statystycznych bardzazmsaczynndcia jest policzenie agtasci wysigpowania
poszczegdlnych danych.

PRZYKLAD

1. W pewnej klasie uczniowie otrzymali ngsijace oceny ze sprawdzianu z matematyki
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Powyzsze zestawienie jest mato czytelne. Policzymypden kadego rodzaju w nim
wystepuje. Otrzymamy zestawienie nowego typu, ktore zysrtaci bedziemy nazywéa
tabeh rozktadu czstasci (lub krécej tabel czestasci). Stosunek astasci wystepowania
danej do liczby wszystkich danych nazywaoaysicscia wzgledna. Dam o najwikszej
czgstasei bedziemy nazywé dara modalm albomody (w naszym przypadkueldzie to
ocena 3)

Dcena 1 2 k] 4 ] &
Czestosit 2 7 11 é 3 1
Crestot | L T i T T T
wzgledna 15 A0 30 5 10 a0

Tego typu dane miemy przedstawiaw formie graficznej. Najpopularniejgzorma
przedstawienia graficznego danych jestogram Rysujemy go w uktadzie wspoudnych.
Na osi poziomej odktadamy kolejne dane. Na osi @agj odktadamy agstosci
wystepowania poszczegoélnych danych.zdaj danej przypordkowany jest stupek o statej
szerokdci oraz o wysokgci rownej czstaici tej danej. laczac srodki gérnych krawdzi
stupkdéw histogramu, otrzymujemyielokat czestcici.
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Czesto dane wyspuja w postaci zbyt szczegbtowej. Aby je lepiej analiad, taczymy je w
klasy. Na przyktad, wprowadza w powy.szym przykitadzie dwie klasy danych: 1-3, 4-6,

otrzymamy tabel
Klasa 1-3 4-6
Czestase 20 10
PRZYKLAD

1. Oto zestawienie liczby dni deszczowych w wylgcdnstacjach meteorologicznych
Wielkiej Brytanii w ciagu jednego roku:

260 234 173 197 182 209 24187 191 171
265 188 206 164 194 207 19226 135 156
194 205 243 268 185 241 25328 199 158
236 209 199 226 164 250 19877 175 180

Utworzymy tablie cze¢staici, stosugc przedziaty klasowe o rozposci 10, pocawszy od
klasy 150 — 159

Klasa 150- |160- |170- |180- |190- [200- |210- |220- |230- |240- |250- |260-
159 [169 |179 189 [198 |209 [219 |229 |239 [249 |259 |269
Czgstas¢ 2 2 4 5 8 5 0 3 3 3 2 3

Klasa 190 — 199 ma tutaj g#tas¢ najwicksza. Taka klas; nazywamy klags modaln,.
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ZADANIA

1. Poniej podalimy przyrost naturalny w Polsce w promilach w wyly@nlatach okresu
lat 1950 — 1990:
19 20 15 10 9 10 10 8 4
Narysuj histogram estasci wysigpowania tych danych oraz wielgkczestasci.

2. Policzonoze w pewnej powi&i, ha pewniej stronicy znajdujezsiv kolejnych wierszach

11 10 6 8 12 1 9 5 8
8 8 8 9 10 8 8 8 3
13 5 10 9 7 9 6 8 8
117 9 9 8 9 11 3 6

wyrazow. Przedstaw dane w postaci tablicystaci. lle wynosi moda wyrazéw w
wierszu? Narysuj histogramgstasci danych. Oblicz agtasci wzgledne poszczegolnych
danych.



SREDNIA ARYTMETYCZNA

Przy opracowywaniu danych bardzesto stajemy przed koniecziui podania liczby
charakteryzujcej w jakg sposob caty zbiér danych. Takie liczby nazywamegnimi.
Najpopularniejsz srednh jestsrednia arytmetycznabliczamy §, dodajc wszystkie dane, a
nastpnie dziejc otrzyman sunt przez liczle danych. Jdi zmienm bedziemy oznacza
przez X, liczlg tych danych przez Nsrednh arytmetycza zmiennej przez  to povgze
stowa maemy zapisé za pomog nastpujacego wzoru symbolicznego:

= oA
=N
We wzorze tynEX oznacza sugwszystkich danych zmiennej
X=X+ X2+ ...+

PRZYKLADY
1. Srednh liczb:
1 3 5 7 9 11 13 15 119 |jestliczba

1+3+5+7+9+11+13+15+17+19 _ 100 10
10 10 ¢

W naszym przypadkérednia nie jestadm z liczb danych i l2y doktadnie wérodku medzy
wartasciami kraxcowymi danych. Zauwany, ze kazda dana wyspuje tutaj tylko jeden raz.

2. Jeeli obliczylismy czstasci danych, tgredna mazna obliczy nieco tatwiej. Na
przyktadsredni arytmetycza danych:

1 5 7 2 5 5 7 2 2 1 7

obliczamy, sumujc iloczyny danych przez ich €ztcsci, a hasipnie dziehc otrzymam sung
przez liczlg danych:

1-3+2-3+5-3+7-3  _ 3 3
12 4

3. Wemy pod uwag dane:

8 7 10 8 8 10 8 100 2

8 8 10 10 10 9 9 @83 11

9 8 11 10 10 4
okreslajace, ile wyrazow majkolejne wiersze wgpu do pewnego poetznika.Sredni
arytmetyczi tych danych kdziemy obliczé inaczej nk poprzednio. Zauwany, ze liczba 8
znajduje st stosunkowo blisko wkszaci danych. Kada dary przedstawmy jako sun
liczby 8 oraz pewnej liczby (zwanefichylenien):
O -1 2 00 2 0 2 2 -6
O 0 2 2 2 1 1 53

2 2

1
1 0 3 -4



Srednia arytmetyczna danych jest wtedy réwna suitidy 8 orazredniej arytmetycznej
odchylen:

,07414+42:9+32+5+(1)+(4) +(6) _, 1
26 13

Postiytysmy sk tutaj rozktadem cegtosci odchyle.

8

4. Srednp arytmetycza mozna obliczé rowniez dla danych zgrupowanych. Otrzymana
srednia nie jest wtedy na ogét rowsradniej arytmetycznej wigiowych danych. W
szczegolnéci grupupc dane z poprzedniego przyktadu w klasy 1 - 516,-11 — 15,
otrzymujemy czstosci:

Klasa 1-5 6-10 11-15
Czestosci 2 21 3

Wartasciamisrodkowymikolejnych klas &

1+5_, 6+10 , 11+15
5 =8 5 =8 5 =13

Srednia arytmetyczna danych zgrupowanych jest rGlenazowi sumy iloczynéw warkei
srodkowych klas i ich agtasci przez liczlg danych:
3-2+8-21+13-3 -8 i)
26 Y26

Sposéb obliczanigredniej arytmetycznej z przedostatniego przykiaht yvart uwagi. Mazna
go wypowiedzié nastpujaco: na podstawie wygllu danych przyjmujemy pewrmnwartasé¢

jako sredni ,przewidywan”. Nastpnie wypisujemy odchylenia poszczegdélnych danych od
sredniej przewidywanej i obliczamyedni arytmetyczn odchyle.

Tw.

Srednia arytmetyczna danych jest susredniej przewidywanej orazedniej
arytmetycznej odchyte

DOWOD.
Jdi dane g postaci:
at+i,a+sp,.... , a +{, to zachodz nastpujace rowndci
(@atr)t{@a+tr)t..tiatr) _natnt et P+t

n n n



ZADANIA

1. Poniej podandrednia temperatug powietrza w wybranych stacjach meteorologicznych
Polski w latach 1951 — 1980 w stopniach Celsjusza:
74 75 6,0 68 7,2 83 6,8 7,6 BA
80 7,7 72 82 78 76 7,4 82 G2
77 04 72 83 7,7 76 80 7,7 BAD
Oblicz sredni temperatug powietrza w Polsce w tych latach. Ngmstie pogrupuj je,
stosujc przedziaty klasowe:5,0 - 5,9 ; 6,0 — 6,9 itd. Bitavtabet czestdsci klas i
korzystajc z niej, oblicz jeszcze ragedni temperatug powietrza.

2. Sporzdz tablica czestasci i oblicz, ilesrednio dzieci przypada w rodzinach kolegow i
kolezanek Twojej klasy.

3. Nizej podana tabela e¢gtasci przedstawia liczbbramek strzelonych podczas jesiennej
Rundy rozgrywek pitki ngnej w Anglii:
Bramki 0O 1 2 3 4 5
Czestdéci 16 15 6 4 2 1
Oblicz sredni liczbe uzyskanych bramek.



ROZNE RODZAJE SREDNICH | ICH INTERPRETACJE

Poznalimy dotychczas dwa rodzajeednich: moe orazsredni arytmetycza. Srednia
arytmetyczna nie zawsze oddaje charakter darSggiadczy o tym nagpujacy przykiad.

PRZYKtLAD

Przypdémy, ze w pewnym zaktadzie pracysgezatrudnionych 100 pracownikow, z
ktorych:

90 zarabia po 500 zt miesiznie

5 zarabia po 1000 zt miesznie

4 zarabia po 4000 zt miesinie

1 zarabia po 10000zt miesinie.

Srednia arytmetyczna ptac wyniesie wtedy

90-500 +5-1000 +4-4000+ 10000 _ 76000

100 = 100 = ¥60 zt

Jest to kwota przewgzapca najnisz ptac; o0 52%. Poniewanajnizej zarabiajcy jest
az90%, wkc srednia ta nie oddaje charakteru danych. Znaczpez{éredni jest moda,
ktéra w tym wypadku jest réwna 500 zt. Stegup, nie obrazimy ucztitych najstabiej
uposaonych.

Inna sredni jestmedianaczyli wartag¢ srodkowa. Znajdujemyajw nas¢pujacy Sposob.
Dane porzdkujemy wedtug ich wielkgci liczbowych. Jdi liczba danych jest nieparzysta to
bierzemy ¢, ktéra leey w srodku. Jeeli liczba jest parzysta, to bierzerrgdni arytmetycza
dwdchsrodkowych danych.

PRZYKLADY

1. Median wzrostu siedmiu ucznioéw pewnej klasy (liczonegoemtymetrach):
152 147 155 149 151 148 157

jest liczba 151, bo ustawigj je zgodnie z rosita wielkoscia mamy:

147 148 149 151 152 155 157

2. Mediar mozemy oblicz& réwniez, mapc dany rozkiad:

Wynik

151

152

153

154

155

156

Czestase

3

4

7

6

3

1

mamy 24 dane. Wyniki 12 i 13 odpowiaglgjanej 153. Zatem mediana jest rowna 153.




3. Da¢ skomplikowane jest obliczanie mediany dla danyglugowanych. Rozktad
czestasci wagi ucznidw pewnej klasy wynosit ( z doktador do 1 kg):

Waga [kg] | 35 - 39 40 - 44 45-49 0 -54 55 - 59 60 - 64

Czestosci 1 5 9 9 4 2

Tworzymy najpierw tabeltak zwanychczestasci skumulowanych

Waga [kg] | 35 - 39 40 - 44 45-49 0 -B4 55 - 59 60 — 64

Czgstasé 1 6 15 24 28 30

Nastpnie rysujemykrzywa czestasci skumulowanychW tym celu znajdujemy najpierw tak
zwanegorne granice klaczyli dla klasy 35 — 3%rodek 39,5 odcinka 39 — 40, dla klasy 40 —
44 $rodek 44,5 odcinka 44 — 45 itd.

Nastpnie hczymy punkty (39,5 ; 1)(44,5 ;6)(49,5 ; 15)(5454)(59,5 ; 28)(64,5 ; 30)
Otrzymujemy krzyvg o charakterystycznym wygdzie. Danych jest 30. Mediana jest to
wartas¢ liczbowa, odpowiadaga punktowi na osi agtasci lezacemu wsrodku medzy

15116, czyli 15,5. Jest to

95 +05 3 =494

(bo granicy 49,5 odpowiadggej czstasci 15 dodajemy warkg odpowiadajca przyrostowi
czestasei 0.5, a wiemyze przyrostowi cgstasci 9 odpowiada przyrost danej 5).

20
25t
20t
11 SRR .

10t
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W

335
445
435
54.5
B35
B4.5

Mediana nie ulega zmianie z powodu jednej lub kilienormalnie diych lub matych
danych. Wartog stosowa, jesli odlegtosci migdzy wigkszascia danych g niewielkie w
poréwnaniu z wielkécia samych danych. W niektorych sytuacjach mediangesigednak
dobm srednk.



PRZYKLAD

1. Wgmypoduwagdane:1 1 1 1 1 3 4 6 7
Median jest tu 1 i nie oddaje ona charakteru dangcldnia arytmetyczna wynosi 3 i
lepiej je charakteryzuje.
Czasem si zdarzaze niektére dane mgjvieksze znaczenie od innych. W takich
przypadkach mgemy stosowatzw. srednia wazona. Majac dane g o, ... , G, wiazemy
z kazda z nich wagiwy , wy, ... ,wy | obliczamy stosunek

dinytdaug+ 4 dyiy
fq . flg. ... My,

A oto kilka przyktadow ilustracych zastosowanie t&jednie;.

PRZYKLADY

1. Przyp&émy, ze pewien nauczyciel matematyki przeprowadzit ygaisemestru trzy
sprawdziany, z ktorych drugi jest dwa razy trudsigjod pierwszego, a trzeci jest dwa razy
trudniejszy od drugiego. Postanowit przy tym nagiadie tych sprawdziandw wystawi
uczniom oceny na semestr. Pewien noztezymat z pierwszego sprawdzianu 4, a z drugiego
3 iz trzeciego 2. Jakocere semestralpotrzyma?

Zauwamy, ze trzeci sprawdzian jest cztery razy trudniejszypmiwszego. Zastosujemy

wiec sredni wazona 0 wagach 1, 2, 4:

14+23+42 _ 18
1+2+4 6

=3

Uczen powinien otrzymé ocerg dostatecza

1. W sklepie sprzedawanaréwki 60 W w cenie 1 zi, 75 W w cenie 1,5 zt ot&0 W w
cenie 2 zt. Kierownik sklepu ustalite za kade cztery sprzedarmarowki 60 W przypadaj
trzy sprzedanearéwki 75 W oraz jedna 100 W. Jaki jéstdni przychéd ze sprzedatych
zarowek, liczony na jednosikowaru?

Obliczamysredni wazong 0 wagach 4, 3, 1:

41+315+12 _105
4 +3+1 3

=1,31

Sredni przychéd wyniést 1,31 zt.



ZADANIA

1. Obliczsredni arytmetyczn, mediar i mode nastpujacych zbioréw danych:
a) 6 6 10 10 1014 14
b)122 134 152 173 180 18@80
c) 24 24 25 31 4050 63 79
2. Ucza otrzymat nasgpujace oceny z kolejnych sprawdzianow:
3 2 2 1 3 5 4 B 2
Oblicz medias $rednh arytmetycza i modk tych danych.
Ktora zesrednich preferow@abedzie uczé, mowiac o przeacitej ocen?
Ktéra zesrednich najbardziej zainteresuje rodzicéw?

3. Pontej dane stanowiliczby liter w trzydziestu kolejnych wyrazach pesykshzki:
35 61 27 55 47 73 361 42 61
46 52 49 54 60 32 436 36 54
26 32 29 51 61 49 528 32 28
a) Jaka jest modalna liczba liter w wyrazie?
b) Jaka jestrednia liczba liter w wyrazie?
c) Znajdz mediar tego zbioru danych

4. Znajd sredni wazona wartaci:
a) 25i50o0wagach2i3
b) 20, 28, 36 i 40 o wagach odpowiednio 1, 2, 3,415



MIARY ROZPROSZENIA

Srednie opisuj zbiory danych, ale nie jest to opis petny. Bardotne jest, w jaki sposob
dane g utozone dokotarednich. llustruje to nagbujacy przyktad.

PRZYKLAD

1. Wemy pod uwag cztery zaktady pracy A, B, C i D, z ktérychzi zatrudnia po 10
ludzi. W poniszej tabeli podadimy liczbe pracownikéw, ktorzy zarabiapewne sumy
pieniedzy:

Zarobek A B C D
200 2 5 1 0
400 2 0 2 5
600 2 0 4 0
800 2 0 2 5
100 2 5 1 0

Srednia arytmetyczna jest we wszystkich zaktadaemeo600 zt. Jednak spos6b, w ktorych
poszczegolne dane soztazone wokot tegredniej, jest zupetnie inny. Jednak ze sposobow
ich poréwnania jest tak zwanelchyleniesrednie obliczane jakdrednia arytmetyczna
wartasci bezwzgédnej odchylé poszczegolnych danych édedniej. Odchylenia teagéwne:
dla 200 - 400

dla 400 -200
dla 600 0
dla 800 200
dla 1000 400

Z tego zestawienia wynikage odchylenigrednie jest rowne:

2-400 +2-200 +2-0 +2-200 + 2-400

dla zakladu A 10 =240

2400 +0-200 + 00 + 0-200 + 5400 _

dla zakladu B 10 400
dla zakladu € 1-400 + 2-20[]164-[] +2-200+ 1400 _ 160

W kazdym przypadku mamy inne odchylesrednie. Im wgksze jest odchylenigednie,
tym wigksze jest rozproszenie danych. Zatem w zakladzmz@roszenie jest najmniejsze.
Nie jest ono jednak najmniejsze z #iwych. Gdyby wszyscy pracownicy zarabiali po 600
zt, to odchylenigrednie byloby rowne zero



Wartcé¢ odchyleniasredniego méemy zapisa symbolicznie

| XK-X]|
N

Zauwamy, ze jesli odchyleniesrednie jest rowne zero, to wszystkie dane rowingesiniej
arytmetycznej. Mamy wt wtedy dane skupione w jednym punkcie. Ingksie jest
odchylenigsrednie tym bardziej dane mpgy¢ odchylone odredniej arytmetycznej.
Znacznie lepszymi, pod wzglem rachunkowym , nagdziami do okrélania miary
rozproszenia danych svariancja i odchylenie standardowe.2atinej z nich nie stosujegsi
uciazliwej pod wzgkdem rachunkowym war§oi bezwzgtdnej.

Def.
Warianch o? zmiennej X nazywamgredni arytmetyczn kwadratow odchyle danych

T X-X|
- N
od éredniej arytmetycznej. Zapisujemy to symbolicznie

u.z

Def.
Odchyleniem standardowymzmiennej X nazywamy pierwiastek kwadratowy ze
sredniej arytmetycznej kwadratéw odchylganych odredniej arytmetycznej. Zapisujemy:

_/EIX-X]
¢ = N

PRZYKLADY

1. Obliczymy odchylenie standardowe dla danych:
3 8 1 3 6 4 2 Z
Zaczniemy od obliczeniaedniej arytmetycznej. Jest ona rowna 4. hase budujemy
tabet odchyler oraz kwadratéw odchytedanych odredniej:

Dana 3 8 1 3 6 4 2 2 7
Odchylenie| -1 4 -3 -1 2 0 -2 -2 3
Kwadrat 1 16 9 1 4 0 4 4 9
odchylenia

Odchylenie standardowe jest pierwiastkiem kwadrgtovzesredniej arytmetycznej
kwadratow odchylhe

\/1 +16+9+1+4+0+4+4+9_ 48 _,,

9 3




ZADANIA

1. Obliczérednh oraz odchylenie standardowezlago z poriszych zbiorow danych:
a3 4 5 6 7 910 12
b)21 20 23 20 29 224
c)60 60 64 66 63 6B9
d35 37 40 37 30 3334 38

2. Czy odchylenie standardowe iady¢ rowne zero, jdi nie wszystkie daneasowne
zero, drednia arytmetyczna jest rowna zero?

3. Wyka, ze odchylenie standartowe jest nie mniejsze od ddofasredniego.



