FUNKCJA POTEGOWA



Def.

Potga liczby ,a” o wspotczynniku naturalnymi N okrelana jest nagpujaco:

a'=a
a™ =ald"

N«
podstawa ¢ggpt—> a wyktadnik potgi

Pojcie potgi mozna rozszerzana potge 0 wyktadniku catkowitym, wymiernym i rzeczywistym.

WLASNQSCI POTEG:

l.a"@"=a""

2.a"+a"=a""

3.(ab)" =a" "

4.@) =2 pzo

b b"

5.(a")" =

1

6.a" =—

n

ni

a

7.a°=1

1
8.4a=an
9.8/a" = am

Podstawa pepi uzaleniona jest od wyktadnika:
JeslinUN, to allR
Jeli nUC, to aIR\{0}
J&li n W, to aJR:\{0}

J&li nOR, to &R,

Przykiad:

1.

530 _ 37239 _ 30 _ g10-18 _ g
9° - (32)9 B -

2.

474160 22— 14, ~20 14 , 521 25( 29+ 216 9 16
2£ 2):2-;5[2:22-22: (25 ):2 +2

3.



D: &0ibz0
a(\/£+\/5)_1 +b(ﬁ—\/5)_l — 2ab/a , 2abVb — (Va-vb)abya+(va+Vb)2abyb _ 2a%b-2ab/aVb+2abyab+ 207 — 2ab(a+b)
2bva 2av/b Ja+/b  Ja-b a-b a-b a-b
D': &b
WYKRESY FUNKCJI PITEGOWEJ
Def.

Funkcg f: D - R postaci f(x)=X' nazywamy funkej potgowa.

Dziedzina funkcji paggowej zaley od wyktadnika n:
Jezeli nON , to D=R

Jezeli nCIC |, to D=R\{0}

Jezeli nOW, to D=R.[0{0}

Jezeli nOR , to D=R

Przykiad:
1

y=x°

D=R
a) Funkcja ta jest parzysta, poniewaxD i f(-x)=f(x) ;[f(-x)=(-x) =x7] .
Wykres funkcji jest symetryczny wzgem osi OY .
b) Funkcja ta jest malgga w przedziale ¢¢,0), poniewa X; | X, [JR oraz x + x,<O0,
f(x1)-f(x2)>0
c)Funkcja ta jest roawa (0,%0), poniewa X; | X2[IR oraz % i Xo>0, f(x1)-f(x2)<0
d)Ma jedno miejsce zerowe P(0,0)
e)Nie jest to funkcja tmowartgciowa, poniewaf(-1) = f(1) =1

f)Jest to funkcja ,na”, poniewskazdemu elementowilyY przyporzadkowany jest co najmniej

jeden elementXX

< N
I
P

D=R
a)Funkcja jest nieparzysta, poniewa(1D i f(-x) = -f(x) [f(-1) = -1]
b)Funkcja ta jest roana, poniewa X; i X2[R, t0 x+X2>0 f(X1)-f(X2)<0=f(x1)<f(X2)



y=x’

4,
_1

y_X

c)Ma jedno miejsce zerowe P(0,0)
d)Funkcja jest rienowartgciowa
e)Jest to funkcja ,na”, poniewkazdemu elementowiyY podporadkowany jest conajmniej

jeden elemeniX

D=R

a)Funkcja jest nieparzysta
b)Funkcja jest rosita

c) Funkcja jest ranowartgciowa

d) Funkcja jest ,na”

e) Ma jedno miejsce zerowe P(0,0)



D=R\{0}

a)Funkcja nie jest parzysta ani nieparzysta
b)Nie ma miejsca zerowego

c)Funkcja jest rinowartgciowa

d)Funkcja jest ,na”

5.
1
y= X
D=R\{0}
a)Funkcja jest parzysta
b)Funkcja nie jest thowartgciowa
c)Funkcja nie ma miejsca zerowego
PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI
1.
y=|-(x-9°-2+1
a)






22
b)_(X‘3)
y_
-2
C)—\(x—fﬂ)
y_
d)



f)
y=|-[x-9°-3+1
NIEROWNOSCI PIERWIASTKOWE
Sposéb rozwgizywania:
Przyktad :
1.
V2x-1-4Jx+220
a) wyznaczanie dziedziny !!!
D:2x-1>0 0O x+2>0
D={}R; x= %}
b)rozwigzanie
V2x-12+/x+2
podnosimy obie strony do @i i otrzymujemy nierowns:
2x - 1=>x+ 2

Xx=3



Odp. Rozwazaniem nierOWN&ci sa X= 3

2.
Mozna rozwazywat te nierobwneéci poprzez podstawienie.
NX=2+x>4
D={x[R; x>2}
Przeksztatcamy przyktad naptijaco:
NX=2>4-(x-2)-2
Dokonujemy podstawienia: t ¥x —2
t1=1 lub p=-2

t(-00,-2) (1 ,00)

NX=2>2 lub Vx-2>1
x(3,4>
Odp. Rozwazaniem nierowngxi jest X1(3,4>




o
ulo

Odp.x=1

Narysuj wykres funkcji:

y= H(x+2)2 —]\+jr

Rozwiaz:
3x-4
ax <1

Odp. x](%,:«;)



FUNKCJA WYKLADNICZA



Funkcg f: R— R okrelona wzorem f(x) =a* nazywamy funkgj wyktadnicz (a>0 i &1).

Czasami funkej wyktadnicz oznacza sisymbolemexp, (X)

a1 0=a<1
x 13
np. y=2 y= (5)
ol e 5] | elalo] 2]
s lafefzlals] | Islalaleft]
713 : 2 g
7| |7
1 1
i "H—\_._\_\_\_\_\_\_
I Eaad I =
a1 X o1 it
a)D=R a)D=R
b)Funkcja przyjmuje zawsze b)Funkcja przyjmuje zawsze waitododatnie
wartasci dodatnie w przedziale (Oced w przedziale(Ogeh
c)Funkcja nie jest parzysta ani nieparz ysta Fuikcja nie jest parzysta ani nieparzysta
d)Funkcja jestcisle monotoniczna (rog] d)Funkcja jesicisle monotoniczna (malgga)
ca)
e)Wykres przecinasoOY w punkcie 1 e)Wykres przecina@Y w punkcie 1

Wykres kadej funkcji wyktadniczej przecinasdY w punkcie 1.



Wykresyy=a” iy = (3 Sa symetryczne wzgbem osi OY.

Funkcja wykladnicza przyjmuje zawsze wddicdodatnie.
Jeili a>1, to funkcja jest rosica .
Jeili O<a<l, to funkcja jest malgja.

y=2"  y=8"  y=4

Wspotczynnik a wptywa na ksztatt krzywej wyktadregz
PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI WYKELADNICZEJ

1.
y=[2-1-1
a)
y=2"
b)

y=2"-1



c)_ >
y_

-2
@) i
y_
Vel -4
y_




ROWNANIA WYKLADNICZE

Przy rozwazywaniu rowna wyktadniczych korzystamy z twierdzenia:
a* =a*” < X, =X,

Przyktad:

25 ~5l 455
[5*]2—5X [B-5+5=0
5] -6 +5= 0

5=t
t?-6t+5=0
JA =4
t1=5 lub $=1
5=5 |57 5
x=1 x=0
3.
21+x+x2+... =4

Zauwamy, ze potga po lewej stronie rownania jest szeregiem gegetym.
Aby szereg zbieny musi zachodziwarunek:

lg<t  |{<1 xO(-1,1)



S:i S:i
1-q¢ 1-x
21x =2
D={xORx#1}
i:z
1-X
1
X==
2

NIEROWNQSCI WYKLADNICZE

Przy rozwazywaniu nierownéci wyktadniczych korzystamy z twierdzenia:

O<a<l = a" <a®° o x,>x
1 2

a=>a“*<a*(@® < x(x,

Przyktad:
1

JT*NT
D={xORx#(Q
1

;<2X

x(2x* =10

2

V2 2
5 U

X, =00x, =

V2 V2
-— — +

x O( 5 ,0) O ( > )

4>(2 _ 2—x+l 2 0

22><Z > 2—x+1

2x*+x-1=0

JA =3

1
x1=§Dx2 =-1

KO-~ 0 4o)
2.



oy
el

BX + X2
6x(-11

X<_€

ROZWI4ZYWANIE ROWNAV | NIEROWNOSCI Z NIEWIADOM 4 W PODSTAWIE |
WYKEADNIKU POTEGI

Przyktad:

1.

Jx = x

D={xOR; x>0}

J&ili x=1 to otrzymamy:
1=1

x=1 jest rozwazaniem.
2.

Jeslix#1

X~ =X2\/§
x:2\/;

X*=4x=0

x=0Cx=4
x=0 0D

3.

(x2 -6x+9) (1
a"(1jesli:
a)10n(00 0a¢10n) 0
x> —6x+9)1
X+2(0



Xx? —6x+80
Ja =2

X, =50x, =1
X 0 (=0,2)

x? —6x=9%1
x? —6x+9)0
X +2)0

xOR\{3
Odp. x 0 (~,3) 00 (3+00)

ZADANIA:

1.

Oblicz:

[ {279 -

Odp.x=2 lub x=-2

2.

Rozwiaz:
YIx+y =243
(x+y)2"" =3

Odp. X=7,y=5

3.
5x*3 < 25[77%1

Odp. x<-1

GRGE

Odp. x-1
5.

4.

87 W =16
22V B =1

Odp.x=1 y=-2



FUNKCJA LOGARYTMICZNA



Def.
Logarytmem z liczby b (b>0) przy podstawie a (a=280) nazywamy wyktadnik pegi c ,do ktorej
trzeba podni& a,zeby otrzyma b.
log,.b=c < a“=b a,b>0ia=2
Przyktad:
1.
log,8=3bo2° = 8

1 1
logs+/5 = > bo52 =+/5

1 L, 1 1

I0938—1 =-4,bo3" = ? = a
WEASNQSCI LOGARYTMOW:
Tw.1l

log,1=0
Tw.2

log,a=1
Tw.3

log,a® =c
Tw.4

aIogab - b

Tw.5
log, *(x[y) =log, x+log, ¥
Tw.6



Ioga(@ = log, x-log, y

Tw.7
log, X" = nlog, x
Tw.8
lob,c
log, c= %,
log, a
Tw.9
log, b=
09 log, a

Dowadd do twierdzenia 1,2,3,4 wynilkayjprost z definicji.

Dowod 5
Niech log, x=pLC logy=q
Wtedy x=a® Oy =a“
Otrzymamy x y=a"*
log, (xy) = p+q

Z definicji
log, (xy) = log, x+ log, y
C.N.D.
Dowod 6

Niech log, x=pLC logy=q
Wtedy x=a® Oy =a“
x a” x

—=—=—=gP
Mamy yoay a
X
log, y)=p-d
Z definicji
Ioga(ﬁj = log, x-log, y
y
C.N.D.
Dowdd 7
Niech
log, x=p
Wtedy



Z definicji
log, x" =nlp
log, X" =n0Oog, x
C.N.D.
Dowdd 8
Niech

log,c=pLlog,c=q
Wtedy
aP=clChb?=c
aP =p¢
J€li liczby logarytmowane gsréwne to ich logarytmy fesa rowne.

log, a® = log, b*
plog, a=qlog, b

__4q
log, a

log, c
log,c=——
log, a

p

C.N.D.

Dowdd 9
_log,b 1
“log,a log,a

log, b

Niech
log,b=pLClog,a=q

Wtedy
aP=b0b =a

() =
aM=a

pg=1

p:

ok

log, b= log, a

C.N.D.

Przyktad:



2.

2
[ NE] 3N\3| @
2'09243‘/5 — 209(2)2 = [sz : ’ = %/_3

Def.

Funkcg, f: R+ - R dam wzorem y = log x gdzie a>0 i &1 nazywamy funkej logarytmiczn.

Uwaga.

1) Jezeli podstawy logarytmu jest liczba 10 to logarytm nazywamy digimym i oznaczamy log
2) Jezeli podstave logarytmu jest liczba e to logarytm nazywamy naltaym i piszemyn x

=1
¥ OEEX

a)Wykresem funkcji jest krzywa logaryt-

a)Wykresem funkcji jest krzywa logarytmiczna



miczna

b)D=R. b)D=R.

c)Zbiorem wartéci sa liczby rzeczywiste c)Zbiorem watd 51 liczby rzeczywiste
d)Funkcja jeskcisle monotoniczna(malgj d)Funkcja jestcisle monotoniczna (rosca)

ca)
e)Funkcja ma jedno miejsce zerowe P(1,0)  el&amma jedno miejsce zerowe P(1,0)
f)Funkcja jest ranowartgciowa f)Funkcja jestznbwartgciowa

g)Funkcja posiada pionamasymptat x=0 g)Funkcja posiada piongwsymptot x=0

Wykres kadej funkcji logarytmicznej przecinag @X w punkcie 1.

¥

//

Funkcja logarytmiczna i wyktadnicza sunkcjami wzajemnie odwrotnymi.

WYKRESY FUNKCJI LOGARYTMICZNEJ
1

y= H‘Iogz(x—é‘»)‘ - j - i
a)
y =log, x



-3)
v- log, (x
y =

_ 3)‘
C) ‘Iog2 (x
y =
d)

2
) -
—‘Iogz(x—3

y_



y =log, (x-3) - 2

f)
y:HIogz(x—S)‘—j—l

)
y=log, (x-3) -4 -1



LOGARYTMY DZIESIETNE
Def.
Cechy liczby x nazywamy najwksz liczbe catkowita niewigksza od x i oznaczamy [x]

np. [0,999..]=0 [-1]=-1 [2]:2[—%}:—1

Def.

Mantysy liczby x nazywamy rinicg liczby i jej cechy m (X)=x-[x]
m2) =0
-3)=3

P-M~2) 72
m1,3 =03

Whiosek:

Kazda liczbe mazna zapis@w postaci sumy cechy i mantysy x=[x]+m(x)
np. 2,6=2+0,6=2,6
-0,5=-1+0,5

Zauwamy, kazda dodatna liczbe rzeczywis mazna napisaw postaci :

x=al0",gdziel< a(1dnOC

Przyktad:

15= 150
15= 1510
15= 150"

Korzystapc ze wzoru na logarytm iloczynu i logarytm ggitotrzymamy:

log,, X = Ioglo(a IZLO“) = log,,a+ log,,10' = log,a+n

Zatem :

log x =n +log a

Def.

Jeli x=al10",gdzie 1< a( 10 nOC ,to liczke n nazywamy cechlogarytmu dziesitnego, liczby x,

z& liczbe log a mantys logarytmu dziesitnego liczby x.

Przyktad :

log 3,19=l0od3,1901¢) = 0+ 05038 05038

WYZNCZANIE DZIEDZINY FUNKCJI LOGARYTMICZNEJ
Wyznaczajc dziedzir funkcji logarytmicznej korzystamy z definicji:
log,b=c < a‘=b aOCa# 1Ch)0

Przyktad:
1.

y =log,(9-3)
D:9-3x)0C x)0
D:(-OO,B)

2.



y =log, (x* =5x + 6)
D:x)00x# 10x* -+ 60
JA =1x =20x,=3
D=(0,1)1 (1,2) O (3, )

In(3x—2j
Xx-1

Y log(x+1)

3.

3x-2
: X_ YOOx+DH0oOx+ 1 Wx—1# 0

(Bx-2)(x-1)>Cx+1H0Cx+1#£ 1L x-1# O

D

D=(-1,0)C] (0,%) 0 (L)

ROWNANIA LOGARYTMICZNE

Przy rozwazywaniu réwnéa logarytmicznych korzystamy z twierdze

log, x=log,y = X=y
X y)0;,a)0azl

Przyktad:
1.



D:

log, (x+2)-log, (x—-2)=1

x+2>0 i x-2>0

xX>-2 i x>2
x>2

Iogz(%) =log, 2
X+2

X-2

X=6

1 1
log(x — 6) ~5 log2 = I093+§ logk —10)
D: {xOR;x>10}

X—6
log—= = log3vx-10
gﬁ g
X—6
—=3yx—-10
J2

2-12x+ 36
%:Q(x—ld

x> —=30x+216= 0
Ja =6

x, =18 0 x,=12

NIEROWNQOSCI LOGARYTMICZNE

Przy rozwazywaniu nierownéci logarytmicznych korzystamy z twierdzenia:

Jereli O<a<lto log,x<log,y = x>y
Jereliaz1to log, x<log, y = X<y

Przyktad:

1.



log, x<3
D=(0,)

log, x < log, 2°
X<8

x [1(0,8)

1 N 1
logx 1-logx
D: logx#0 [ 1-logxz0LC x#0
D=(0,1)7(1,10)Y7(10,+)
logx=t
1,1
t 1-t

1
t(1-1)
t(1-t)(t*-t+1) >0
t>00t<1
x>10Ux<10

x 0(1,10

>1

>1

log, x+3=20
V2
D=(0,%0)
1

-3
Iogi X = Iogi (E)

V2 V2

X< 24/2
x 0(0,2V2)



ZADANIA:
1.
Oblicz:

x [og10- x[og 5= log 20~ Iog{ I+ 2)
Odp. x=2
2.
Oblicz:

logx logx

logx + > + 4 +.=2
Odp. x=10
3.
Oblicz:

2x + Iog(1+ 4*) > x[og 25- log 6

_1_|_\/g
_\3

Odp. x= log, 2

4.
Oblicz:

5.
Oblicz:



log, , x*-14=3
Odp.leﬁ/i

| LICEUM OGOLNOKSZTALCACE
im. Bolestawa Krzywoustego w Stupsku
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