FUNKCJA KWADRATOWA

JEDNOMIAN II' STOPNIA

Definicja. Jednomianem Il -go stopnia nazywamy fuakf{x) R— R dam wzorem

f(x)=axX ,gdzie #0 i &R
np. f(x)=x%
f(x)= -3%
f(x)=/2 x?
a>0 A<O0
np. f(x) = ¥ Np. f(x) = -
X|-3[-2]-1]-2[]o0o]1 | X][|3]-2]-1]-2]0]1
Y|ol4| 1|20 |Y|[9]4]-1]-2]0]-2

20

15

-20 -

1)Wykresem funkcji jest krzywa
zwana parabal

2)Funkcja jest parzysta.

F(x) = f(-x)

F(x) = a¥

F(-x) = a(-xf=ax

3) Funkcja przyjmuje warfoi
nieujemne .

4) Funkcja przyjmuje warfo
najmniejsa w wierzchotku

1)Wykresem funkcji jest krzywa
zwana parabal

2)Funkcja jest parzysta

f(x) =f(-x)

f(x) = -ax

f(-x) = -a(-xf = -ax

3) Funkcja przyjmuje warfoi
niedodatnie.

4) Funkcja przyjmuje najwksz
wartas¢ w wierzchotku (x =0); funkcja




(x=0);funkcja nie przyjmuje warfoi |nie posiada warfoi najwkkszej.

najwickszej. 5) Twierdzenie

5) Twierdzenie Funkcja y = -aXjest rosaca w
Funkcja y = aX jest malejca w przedziale

przedziale (-0 ,0) i malegca w przedziale (O
(-0, 0) i rosmca w przedziale (0, |,+).

+00). Dowdd

Dowdd Wezmy dowolne x<Xx, i rozpatrzmy
Wezmy dowolne x< X, i rozpatrzmy|roznice

roznicg F(xo) - f(x2) = -a%” -(- ax” )= -a(%” -

F(xo) - f(xe) = %’ - ax® = a(e’ - %) [x°) =
_ =-a(% - X1) (X2 + %)

=a(% - X1) (X2 + X1) Poniewa a <0i(%-x.)>0 to znak
Poniewa a>0i(%-Xx,)>0 to znak |roznicy
réznicy F(x2) - f(x1) zaleey od sumy (x+ 1)

F(xo) - f(x1) zaley od sumy (x+ Xp)

a)Jeeli x;<x <0to (x+Xx)>0i

a)Jeeli x;<X%X <0to (x+Xx)<O0i réznica

réznica f(xp) - f(xy) >0

f(x2) - f(x1) <O f(x2) > f(x1)

f(X2) < f(x1) Zatem funkcja zbiorze Hest rosnca.

Zatem funkcja w zbiorze Rest

malepca. b) Jeeli 0<x<xxto (+X)<Oi
roznica

b)Jeeli 0<x <X to (q+X)>0I f(x2) - f(xy) <O

réznica f(x2) < f(x1)

f(xp) - f(xy) >0 Zatem funkcja w zbiorze Rest

f(x2) > f(x1) malepca.

Zatem funkcja w zbiorze Rjest

rosraca.

Przyktad.W jednym uktadzie wspékdnych naszkicuj wykresy funkcji: y 2xy =2¥;y =

1 1
3, y==x;y==x%
Y 2 Y 3

60 -
501  feeeaen. Seriel Seria 1l y=2x

40 Serie3 Seria 3 y=3%X

> 30 . Serie5 Seria5 y=

20 .. _.Seri ,
seref Seria 7 yé x?
Serie9 3
r 1 . 1 5
5 0 5 Seria 9 y—z X
X

WNIOSEK

1.Jeeli a>0 to ramiona paraboli zwrécong leu gorze.
Jeceli a<0 to ramiona paraboli zwrécong lsu dotowi.



2. Wspotczynnik a decyduje o ksztalcie paraboli

Posta ogolna i kanoniczna trgjmianu kwadratowego.

Definicja. Funkcg f: R—R dam, wzorem f(x) = a(x-B)+ q ,(gdzie 40) nazywamy postaci
kanoniczm funkciji.

Twierdzenie. Wykresem funkcji y = a(x-p}+ q jest parabola powstata w wyniku przestigi
wykresu funkcji y=a%o wektor [p,q].

Przyktad Narysuj wykres funkciji.

a)y=(x-1f-2
25 -
Kolejne kroki.
1)y=x* 20 -
2)y=x* przesuwamy o wektor [1,-2] 15 -
10 -
5 _
T T T US \ I T 1
6 4 2 50 2 4 6

Przykifad.
Przeksztat wyrazenie.

a) y=(x-1) -2=x-2x+1-2=%-2x-1
b) y= -(x+% )2+3:-(x2+x+%)+3:-x2 X +g
C) y=2(x+2f-1=2(C+4x+4)-1=2%+8x+7

Definicja. Funkcg f: R— R postaci f(x) = a&bx+c ; &0 nazywamy postagiogdlm funkcji
kwadratowej (tr6jmianem kwadratowym).

Definicja. WyrazenieA=b?-4ac nazywamy wytdikiem ( dely) funkcji kwadratowe;j.

Przyktad.Oblicz wyr&nik funkgciji.



a) y=x*-2x-1

a=1
b=-2 A= b*-4ac
c=-1 A=4+4=8

b) y=-v/3x’+Tx++/12

a=-/3 A=b*-4ac

b=m A=TP+24

c=+/12

C) y=2xC+8x+7

a=2 A=b>4ac

b=8 A=64-42[71=64-56=8
c=7

Przyktad.Zamien posté ogolm tréjmianu kwadratowego na posteanoniczia.
a) y=x>-2x-1

y=(x*-2x+1)-2
y=(x-1)*-2

b) y=2x*+8x+7

y=2(C+4x)+7
y=2(C+4x+4)-1
y=2(x+2f-1

Twierdzenie. Postaci kanoniczg tréjmianu kwadratowego y=asbx+c jest

b A
= a(X+—)"-—
y=a( 2a) 4a

Dowod.
Post& kanoniczna trojmianu.

Y=a (x -pf+q
Y=ax’+bx+c &0

a(x -pf+g=ax+bx+c
a(é-2xp+)+q =a+bx+c



ax’-2apx+ap+q=ax+bx+c
-2apx+ap+g=bx+c

b=-2ap= p:-z—k;

B e b> b® _ 4dac b® _-b*+4ac_-(b*-4ac) _ A
c=ag+q =qg=c-ag=c- a(—) =C-a—5=C-—= — -—= = =—
432  4a 4da 4a 4ac 4ac 4a

y =a(x -pf+q
y =a(cr o
2a’ 4a

c.n.d.

WNIOSEK

Wierzchotek paraboli ma wspéédne (— -A).
2a 4a

Zadanie 1.Narysuj wykres funkcji

) y=-(x+2 )43
b) y=(x+2)-1
c) y=|x*-x-§

a) Kolejne kroki :

1) y=x° 5
2) y:-x2 , [-1 ’3] T T T O T 1
2 6 -4 2 50 4 6
>
_10 |
_15 _
b) Kolejne kroki : 20
X
1) y=x°
2) y=x%, [-2,-1] 40 -
30 A
20 -
>_
10 |
T T v’c‘/ T T 1
6 4 2 100 2 4 6
X




c) Kolejne kroki :

Przeksztatcamy funkgjz postaci ogolnej na kanonigzn

2
Y:‘xz—x—q:(x—lj _2_5
2 4
Rysujemy:
1) y=x*
— 15,
2) yzxz’ll_ZS
2 4 10 A
1) 2
3) y=|| x—-=| —— > :
)Y ( 2) j w
6 4 2 ) 2 4 6
_5,
X

Zadanie 2.Wyznacz wspéiczynnik b tréjmianu y=2bx+1 , j&li wiadomo ,ze do jego
wykresu naley punkt o wspotrzdnych P(1,6)

Jesli punkt P naley do wykresu trojmianu to musi spetaiggo rownanie ,czyli f(1)=6

Y=2x?+bx+1
6=21+1b+1
6=2+b+1
b=6-3

b=3

Odp. Szukany wspotczynnik b jest rowny 3.

Zadanie 3Przeksztat wyrazenie
a) z postaci kanonicznej w ogaln

2
=7 x-5] .5
6 2 2



Tl 5 5) 5
=2 x2-\ex+2|+2
y 6( 4) 2

_m._m5 57 60

- — 4 —

6 6 24 24

y=7—Tx2 _IT\/§X+57T+60
6 6 24

Odp.y = %sz - Hf X + 57T2+460

b) z postaci ogdlnej w kanoniczn
y=né -y

Obliczamy wyré@nik funkcji.

a=T
b=- N A=b*-4ac

4
c=v17 A:1—76 - 417

Korzystajhc z wzoru

Obliczamy
I R A
8 arr

2
Odp. y= n[x—ﬂj ——1775_4”\/1_7

8 4T

ZadanielWyznacz a ,b ,c tréjmianu y=abx+c , jéli jego wykres przechodzi przez punkty :
P(0,1), Q(1,-2),R{,10)
Odp. Szukany tréjmian ma poétg=3x*-6x+1

Zadanie AVyznacz tréjmian kwadratowy y=axbx+c wiedac, ze jego wykres przechodzi przez
punkty (0,1)i (1,-2) oraze dla x=1 osiga on swaj hajmniejsza wartac.
WskazéwkaSkorzystaj ze wzorow na wspadne wierzchotka.

Odp. Y=3%-6x+1.



Zadanie 3Wyznacz funkgj f(m) wyrazajaca liczbe pierwiastkow réwnania*x2 —:q =mw

zaleznosci od parametru m.

0 dla md(-,0)

2 dla m=0 lubm0 (L)
Odp.

3 dla m=1

4 dla mQO @0}

Zadanie 4Narysuj wykres funkcji
a) y=x? +2x[+1

b) y=|x*-2x|+5
Odp.
a)
>
6 4 2 0 2 4 6
X
b)
40 -
30 -
> 20 -
S 7ﬁ_/
6 -4 2 0 2 4 6
X
Miejsca zerowe funkgciji.
Brak miejsc zerowych Jedno miejsce zerowe Dwa ieejerowe
a=[0 a=0 a=0
q=0 q=0 ) q<0

L
\J/:r{'




3 a<0
<[] A =0

VA /\ g I

Zauwamy, ze o ilaéci miejsc zerowych decyduje przesgsie pionowe wykresu. Zatem z wzoru

q:_4_a

po przeksztatceniu otrzymamy A=-4aq
Tréjmian nie ma miejsc zerowych wtedy,
a>0 a<o
O
q>0 q<0
W obu przypadkach wyemdik jest mniejszy od zera@\€0)
Tréjmian ma jedno miejsce zerowe wtedy, gdy
a>0 a<o
U
q=0 q=0
W obu przypadkach wyedik jest rowny zero&=0).
Tréjmian ma dwa miejsca zerowe wtedy, gdy
a>0 a<o
U
<0 q>0
W obu przypadkach wyedik jest wekszy od zera{>0).

Udowodnilsmy w ten sposéb nagtujace twierdzenie :

Twierdzenie.
Funkcja kwadratowa f(x)=&xbx+c, gdzie a0 ma:

1) dwa miejsca zerowe- A>0

2) jedno miejsce zerowe A=0
3) zero miejsc zerowych- A<O

Przykiad.Okresl ilos¢ miejsc zerowych trojmianu
a) y=2x-4x+3

A=b*4ac



A=16-24
A=-8
Odp. Funkcja nie ma miejsc zerowych, ponigweoO.

Twierdzenie.
Jezeli tréjmian kwadratowy f(x)=ab¢bx+c, gdzie a0 ma
1) A>0 to jego dwa miejsca zerowe mp@josta:

_-b-+/A _—b++/A
"= =0

2a ’ 2 2a

2) A=0 to jedyne miejsce zerowe ma pa@sta

_-b
2a

Dowdd.(1)

Niech dany bdzie tréjmian f(x)= a%+bx+c, gdzie 0 i A>0
W swoim miejscu zerowym trojmian przyjmuje waiaero.
ax’+bx+c=0
a(x +£)2 L
2a 4a

b., A
—)?-a
2a) 4a®

by A._
a[(X+2—a) 4a] 0

=0

a(x+

Poniewa A>0 to ma:emy napisa, ze A = (A)?

by, _(VA)*, _
a[(x+2a) 4a2] 0

b 2 _ VA oo
a[(X+—2a) (_Za) 1=0

Korzystaj ze wzoru na rinice kwadratéw otrzymujemy

b A b VA, _
a[(X+2—a Z_a)mx+2_a+2_a)]_o

a[(x 0

+b_zﬁ)tax+ bV, _
a 2a



X+ =0 0O x+ =0
2a 2a
_ b= b+~A
X=- [l X=-
2a 2a
_-b+yA _-b-vJA
X= U X=
2a 2a
c.n.d.
Dowdd.(2)
J&li A=0 to podstawiaic otrzymamy :
Xlz—b+J6 - XZ:—b—\/B
2a 2a
-b -b
=— O X, = —
%% > 2a
X1=Xo= —
T Da
c.n.d.

WNIOSEK

Jeli w tréjmianie kwadratowym f(x)=gk-bx+c &0 i A=0 to tréjmian maemy przedstawi
w postaci iloczynowej:

DA>0 ax+bx+c=a(x-%)(X-Xo)
2)A=0 aX+bx+c=a(x-x)(x-Xo)=a(x-xp)
gdzie x1,X2 Sa miejscami zerowymi trgjmianu.

Przyktad.Okrel ilo$¢ miejsc tréjmianu y=-25-x+1
A=b*4ac
A=1+8
A=9

Odp. Trojmian ma dwa miejsca zerowe.

Przyktad.Przedstaw w postaci iloczynowe,.
f(x)=2x*+5x-3

A=b>4ac
NA=25+24=49
_-bJ/a _-b-4JA
X = U x,=——-
2a 2a



ax’+bx+c=a(x-)(X-X2)

2x2+5x-3:2(x—; )(x+3)

Odp. Postailoczynowa funkcji toy = 2(x —%)(x +3).

Zadanie 1 Narysuj wykres funkcji
a) f(x)=x*+x-2
b) f(x)=x%3x+2

Roéwnanie kwadratowe.
Definicja

Réwnanie postaci:

ax’+bx+c=0 az0

oraz kade jemu rownowzne nazywamyownaniem kwadratowym.

Rozwigzanie rownania kwadratowego jest rbwname z wyznaczeniem miejsc zerowych danego
trojmianu.

Twierdzenie |

Istnienie i liczba rozwizan rownania kwadratowego zateod znaku wyrénika A = b® — 4ac
1. Gdy jestA <0, rownanie nie ma rozwizan.

2. Gdy jestA =0, réwnanie ma jedno rozwdanie (dwukrotne):

Xy = -
°  2a
3.Gdy jestA >0, rbwnanie ma dwa rozedania:
X :—_b_\/z X =——b+\/Z
! 2a ' 2 2a
Przykfad 1.

Rozwiazat réwnanie 3x* —2x -7 =0.
Obliczamy wyr@nik: A =4-4[B[{-7) = 88= 2/ 22
Na podstawie twierdzenia 3:

-b-A ~b+/A
%= 2a ' o = 2a

_2-2J22 1-422 _1+4/22

% 6 3 %2 3




Przykfad 2.

Rozwizaé rownanie— 36x? +12x-1=0.

Mnozymy obie strony rownania przez (-1) [ otrzymujemy Ownanie
rownowane:36x* —12x+1=0.

Obliczamy wyrénik: A = (-12)% — 4[B611= Q

Na podstawie twierdzenia 2:

b
7 2a
1
X ZE
Przykfad 3.

Rozwiazat rownaniedx® +3x + 77 =0.
Obliczamy wyrénik: A =3* -4[4[77<0.
Na podstawie twierdzenia 1 stwierdzanig rOwnanie nie ma rozazania.

Zadania:

Rozwigz réwnanie:

1) 5x* +6x-14= 0

2) 0,3x*-x-08=0

3) X*-3x+25=0

4) x? +2:/3x+1= 0

5) x2 - (2++/3)x++/3= 0

ROWNANIA KWADRATOWE ZUPELNE | NIEZUPELNE.

l. Rbwnanie kwadratowe zupetne:
W przypadku , gdy b#0 i c#0, rownanie ax*+bx+c=0 nazywamy réwnaniem
kwadratowym zupetnym i rozazujemy je na podstawie twierdzenia |.
[l. Rbwnanie kwadratowe niezupetne:
W przypadku , gdy b=0 i ¢ =0, rébwnanieax +bx+c =0 przybiera posta
ax’>+c=0 lub ax* +bx =0 lub ax* =0
i nazywa s¢ rownaniem kwadratowym niezupetnym.
Réwnanie niezupetne rozaziujemy rozktadajc lewa strore réwnania na czynniki.

Przykfad 1.
Rozwiazat réwnanie:5x* +2x = 0

X(5x+2) =0« (x=0 lub 5x+2=0).
Zatemx, =0,x, =-0,4.

Przykfad 2.
Rozwiaza rownanie:x? —7=0 = (x-+J7)qx+/7) =0
Stad X, = =7, %, =7

Przykfad 3.
Rozwiza rownanie: 3x2 +9=0



Poniewa jest 3x> + 9> 0 dla kazdego x, wigc rownanie3x® + 9 = 0 nie ma rozwizania.

Zadania:

Rozwigz réwnania:

1) 2x* +3x-2=0

2) 2x*-8=0

3) 2x* -4x=0

4) -3x* -5x+1=0
5) 4+x*=0



Zastosowanie rowna kwadratowych do rozwigzywania zadai tekstowych.

Zadanie 1.

Suma kwadratéw czterech kolejnych liczb nieparafstyynosi 36. Wyznacz te liczby.
Oznaczenia:

2x +1=a — pierwsza liczba nieparzysta;[1C

2x +3=b —druga liczba nieparzysta;1C

2x+5=c —trzecia liczba nieparzysta;[1C

2x+7=d - czwarta liczba nieparzysta;[1C

Otrzymujemy:

(2x+D? +(2x+ J* +(2x+ §2+( X+ J*= 36

4X% +4X +1+4x* +12x + 9+ 4x% + 20x + 25+ 4x % + 28x + 48 = 36
16x* + 64x+ 84= 36

16x* +64x +48=0/+16
Otrzymalsmy réwnane kwadratwe zupetn:

x> +4x+3=0

Rozwigzujemy je na podstawie twierdzenia |.Obliczamy duik:

A =b® - 4ac
A=16-12=14
VA =2
Na podstawie twierdzenia I:
_~b-a _—b+yB
X =—— O x,=———
2a 2a
:—42—2 . X2:_4+2
X =-3 U x,=-1
Stad wykorzystuac wczeéniejsze oznaczenia otrzymujemy:
a=-5 a=-1
b=-3 b=1
U
c=-1 c=3
d=1 d=5
a=-5 a=-1
b=-3 b=1
Odp: Szukane liczby t [
c=-1 c=3
d=1 d=5
Zadanie 2.

Jezeli od pewnej liczby odejmiemy jej odwroti to otrzymamyg. Co to za liczba?

Oznaczmy przez:
X — szukana liczba



1 .
X —odwrotna¢ szukanej liczby

Z warunku zadania mamy:
1 5

-—=— X
X X 6

5
x> -1=—=x
6

5
Z-—x-1=0 /B
X 5 X
6x>-5x-6=0
Otrzymalémy réwnanie kwadratowe zupetne. Rozmijemy je na podstawie twierdzenia .
Obliczam wyranik:

A =b* - 4ac
A =25+144=16¢
Ja =13
Na podstawie twierdzenia I
_-b-VA b+
=—— 0 x,=—-
2a 2a
_5-13 0 x = 5+13
ST 212
2 3
=—-— U X ==
%773 .
Sprawdzenie:
1.5
X 6
L2 2 (3.8
1773 7 3 U276
N 3.2_5
272 2 3 6
. 2 3
Odp: Szukane liczby to:—g lub 5
Zadanie 3.
Wykaz, ze dla liczb dodatnicka i b zachodzi:
a b
—+—2=2
a

Z warunku zadania mam@a#0, b#0.
Przeksztatcag, otrzymujemy:

2 2
£+£22 /@b
a’+b*=2ab
a’-2ab+ b’ =0
(a-h?=0

: L . . . a b . :
Kwadrat liczby rzeczywistej nigdy nie jest ujemmygc warunekE +g > 2 jest spetniony c.n.d.



Zadania:
1. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 9. zli pomnaymy t¢ liczbe przez liczle o
przestawionych cyfrach, to otrzymamy 1944. Co tticzba?
Odp: 27;72

2. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnyéwna s¢ 194. Oblicz te liczby.
Odp: 7;8;9
3. Wysokas¢ walca jest o 3 cm wksza od jegasrednicy. Pole powierzchni catkowitej wynosi
120rt cnt. Oblicz wymiary walca.
Odp:r =4cm; h=11cm
4. Obwéd rombu réwna sill6 cm, ranica diugdci jego przektnych wynosi 2 cm. Oblicz
dtugasci przelkgtnych rombu.
Odp:4Ccrr; 42cmr
5. Znajdk liczbe dwucyfrowa wiedzc, ze r@nica jej cyfr wynosi 3, a iloczyn tej liczby przeantg
tych cyfr wynosi 324.
Odp:36.

Nieréwnosci kwadratowe.

|. Badanie znaku trojmianu kwadratowego.
Dany jest tréjmian kwadratowy:

y=ax +bx+ ¢ gdzieaz0

Pytamy dla jakich warkei zmiennej x tréjmian ten przybiera waito dodatnie, a dla jakich
ujemne.

Inaczej: dla jakich wartzi zmiennej x jesty > 0, dla jakichy < 0.

Punkty wykresu trojmianu dla ktérych jegt> 0, leza nad osi x; punkty wykresu, dla ktérych jest
y <0, leza poniej osi X.

Przypadek 1.
A<O
w tym przypadku trojmian nie ma pierwiastkow i gtraujemy wykresy:



a>0

a<0

Dla a>0 iA<0 caty wykres znajduje shad
osik. Zatem dla kadej wartgci x trojmian
ma wartd¢ dodatni.

Twierdzenie 1.

Dla a<0 iA<O caly wykres znajduje gi
pod osi. Zatem dla kadej wart@ci X
trojmian ma warté¢ ujemr.

Jezeli wyréznik tréjmianu kwadratowegoy = ax’ + bx+ ¢ gdziea # 0, jest ujemny, to znak
tréjmianu jest dla wszystkich wai x zgodny ze znakiem wspétczynnika przy x

Przypadek 2.
A=0

w tym przypadku trojmian ma jeden pierwiastek zginujemy wykresy:

a>0

a<o0

Dla a>0 i A=0 z wyptkiem wierzchotka
wszystkie punkty paraboli znajdugiec nad

. -b .,
osih X. Zatem dlaxvtz—a trojmian ma

wartaosci dodatnie.

Dla a<0 iA=0 z wyjptkiem wierzchotka
wszystkie punkty paraboli znajdujsie

. -b
pod osi Xx. Zatem dlax¢2—a trojmian

ma wartdci ujemne.



Twierdzenie 2.
Jezeli wyréznik tréjmianu kwadratowegoy = ax’ + bx+ ¢, gdzie a#0, jest réwny O, to
znak tréjmianu jest zgodny ze znakiem wspétczynmikey ¥ dla wszystkich wart@i x oprécz

pierwiastka X, = 2 dla ktérego funkcja przybiera wastozero.
Przypadek 3.
A>0
w tym przypadku trojmian ma dwa pierwiastki (zaldad/ x<x, ) i otrzymujemy wykresy:

a>0 a<0

X
X

Dla a>0 i A>0 punkty wykresu mage Dla a<0 i A>0 punkty wykresu mage
rzedna dodatny odpowiadaj wartgciom X rzedna dodatny odpowiadaj wartasciom
»lezacym poza pierwiastkami”. Punkty X ,lezacym mkdzy pierwiastkami”.
wykresu majce rzdng ujemr, Punkty wykresu mage rzdna ujemr,
odpowiadag wartgiciom x ,leiacym odpowiadag wartasciom x ,,lezacym poza
miedzy pierwiastkami”. pierwiastkami”.

Twierdzenie 3.

Jezeli wyréznik trojmianu kwadratowegoy = ax’ + bx+ ¢ gdziea # 0, jest dodatni, to:

1) znak tréjmianu jest zgodny ze znakiem wspétczynmikey ¥ dla wartéci x potazonych poza
pierwiastkami tréjmianu, czyli dla kdego: x D(— 00; xl) U (x2;+oo) .

2) znak tréjmianu jest przeciwny do znaku wspétczyanjirzy ¥ dla wartdéci x potazonych
miedzy pierwiastkami trojmianu, czyli dla kdego: x D(xl; xz) .

[l. Nieréwnosci kwadratowe.

Nieréwndicia kwadratovg nazywamy nierowrig postaci ax® +bx+c<0 lub ax* +bx+c>0,
gdziea#0.
Istnieja takze nieréwndci nieostre:ax”* +bx+c < 0 lub ax* +bx+c >0, gdziea # 0.



Rozwiazywanie nierébwnéci kwadratowych sprowadza ¢sido badania znaku trojmianu
kwadratowego.

Przykfad 1.
Rozwigz nierdwnac¢:
x?—-6x-7>0
obliczamy wyranik:
A =b? - 4ac
A=36+28=64

JA =8

X, =——F— lub X,

o
|
[e0)
»
+
(o]

ol
I
X
N
1

lub

Poniewa A>0 i a>0 wykres trGjmianu przybiera posta

Na podstawie twierdzenia 3 trojmiap= x> —6x— 7 przybiera wartai dodatnie dla wartzi x

potozonych poza pierwiastkami trojmianu, czyli dla x4ub x>7.

Odp: Zbiorem rozwizan nierébwndci x” —6x—7>0jest suma przedzialéw nieograniczonych
X O(= 00;=2) 0 (7:+00) .

Przykfad 2.
Rozwigz nierdwnac¢:
-3 +2x+1<0
obliczamy wyranik:
A =b* - 4ac
A=4+12=16

JA =4



SR, e lub

% 2a u X2 2a
24 y, =_2*4
1= g lub I6

Xl=1 X2=—§

Poniewa A>0 i a<0 wykres trGjmianu przybiera posta

/A\

Na podstawie twierdzenia 3 trojmiayn= —-3x> + 2x+ 1 przybiera wartéci ujemne dla wartei x
potozonych poza pierwiastkami trojmianu, czyli dla x<8 b x>1.
Odp: Zbiorem rozwizan nierowndgci —3x> +2x+1> 0jest suma przedziatbw nieograniczonych

X D(— oo;—%> 0 (L+00) .

Przyktad 3.

Rozwiaz nierdwnac¢:

-x*+3x-4<0

obliczamy wyranik:

A =b® - 4ac

A=9-16=-7

A<0 = Nie ma pierwiastkéw.

Poniewa A<0 i a<0 wykres trojmianu przybiera posta




Na podstawie twierdzenia 1 trojmiap=—x* +3x—4 przybiera warkei ujemne dla warkwi

xUR.
Odp: Rozwazaniem nierowngi sa wszystkie liczby rzeczywiste.

Zadania:

Rozwigz nierbwndgci:
1) x* -3x—-28>0

2) 3x? - 2x/15+ 5< 0
3) 2>2/2x-x

4) x(x-5)>2

5) x*-0,2x+ 001> 0

Réwnania dwukwadratowe i pierwiastkowe.

|. Rbwnania dwukwadratowe.

Réwnanie postaciax* +bx* + ¢ = 0 nazywamy réwnaniem dwukwadratowym.

Réwnania dwukwadratowe rozagiuje s¢ przez sprowadzenie do réwnania kwadratowego gaprz
podstawienie.

Przykfad 1.
Rozwiaz réwnanie:
1) x*-1Cx*+9=0
Podstawiamy:

x> =t
(x*)*-10x+9=0
t>-10t+9=0
Otrzymalsmy réwnanie kwadratowe zupetne. Obliczamy wyri&:
A =b® -4ac

A =100- 36= 64
JA =8

Wyznaczamy pierwiastki:



~b-vJA . _b+VA

t, = oa lub ) a
_10-8 _10+38

tl - T lub t2 = 2

t, =1 lub t,=9

xZ=1 lub  x5=9

X =1Cx =-1 lub  x,=3Cx,=-3
Odp: Rozwizaniem réwnania* =10x* +9=0 sa: X, =1C x, =-1L x, =3C x, = =3.

Zadania:

Rozwigz réwnania:

1) x*-302-D=7x-3 Odp: 2; -2;4/6;-/6

2) (xX*-9)(x*-16 = 15¢° Odp: 2; -2; 6; -6
3) x* -x>-2=0 Odp:+/2;-+/2

Il. RGwnania pierwiastkowe.

Roéwnaniem pierwiastkowym nazywamy rownanie, w kitdngiewiadoma wyspuje pod znakiem
pierwiastka.

Przykfad 1.
Rozwiaz réwnanie:
X-5/x+6=0
Okreslamy dziedzig:
p={xOR x20}

(VX)? ~5/x+6=0

Podstawiam:

t=+/x

t?-5t+6=0

Otrzymalsmy réwnanie kwadratowe zupetne. Obliczam veyi&:

A =b* -4ac

A=25-24=1

Ja =1

Wyznaczamy pierwiastki:

_-b-JA _—b++/A

1T T o lub  t, = om

t, = o1 lub t, = o+l
o2 2 2

t, =2 lub t,=3
X, =2 lub X, =3

X, =4 lub  x,=9

Sprawdzenie:
X =4 =>4-5/4+6=0



~6+6=0
0=0
L=P

X, =9 = 9-5/9+ 6= 0
-6+6=0

0=0

L=P

Odp: Rozwazaniem réwnaniaass x, =4 lub X, = 9.

Przykfad 2.
Rozwiaz réwnanie:
X++/10x+ 6= 9
Okreslamy dziedzig:
D: 10x+6=0

1Cx = -6

3
X2 -—

5
D_{XDR; X= —:—3}
- - 5
V10X + 6= 9-Xx

Podnoszc obie strony do kwadratu, otrzymujemy:
10x + 6= 81- 1&+ X
- x> +28x-75=0
x> —28x+75=0
Otrzymalsmy réwnanie kwadratowe zupetne. Obliczam veyi&:
A =b* -4ac

A =784- 300

JA =22

Wyznaczamy pierwiastki:

X ——_b_\/z lub  x _——b+\/Z
17 2a 27 2a

28— 22 28+ 22
X == lub X, = 2
X =3 lub x, =25

Sprawdzenie:

X, =3 = 3++10B+ 6= 9
3+6=9

9=9

L=P



X, =25 = 25+/10(25+ 6= 9
25+16= 9

41=9

LzP

Odp: Rozwiazaniem réwnania jestx, = 3.

Przykfad 3.
Rozwiaz réwnanie:

V2x+3-4/x+1=1

Okreslamy dziedzig:
D: 2x+3=0 L x+1>0
3
>-— O >-1
X 2 X

D={xOR x=-1

V2X+3=1+4Jx+1

Podnosimy obie strony do kwadratu:

2Xx+3=1+ 2/ x+ 1+ I+ x

2Ux+1=x+1

Ponownie podnosimy obie strony do kwadratu:

4x+71) =%+ 2x+1

x?-2x-3=0

Otrzymalémy réwnanie kwadratowe zupetne. Obliczam wyni&:
A =b? - 4ac

A=4+12

JA =4

Wyznaczamy pierwiastki:

X ——_b_\/z lub  x _——b+\/Z
17 2a 27 2a

_2-4 _2+4
X =5 lub  x, = >
X, =-1 lub x,=3

Sprawdzenie:
X, =-1 =,2(-)+3-4J-1+1=1
1-0=1
L=P
X,=3 =2B+3-43+1=1
3-2=1
L=P

Odp: Rozwazaniem rownania jestx, =-1 L[ x, = 3..



Zadania:

Rozwigz réwnania:
1

1) V1-x —~/x = 7

2) 24/x=-2+/x=/x+3-1

3) x+5<+/3x+19

4) J2x+3< x+ 2

5) (x-3-2J/(x-3-3=0

Wzory Viete’a.

I. Twierdzenie Viete'a

Jeeli az 0, x, i X, s pierwiastkami tréjmianwy = ax’ + bx+ ¢to zachodz zwiazki:
_ b
X+ X, = —g

Oc = c
Xl 2 = a

Dowod:

Z zatazenia wynikaze A = 0.

Dla kazdej wartgci x prawdziwa jest rownig:
ax’ +bx+ c= 4 x Y)( x X.

Wykonujemy dziatania po prawej stronie réwaio
ax’ +bx+ c= aX — g x+ ¥ * axdx

Réwnai¢ ta zachodzi dla kalej wartgci x wtedy i tylko wtedy, gdy wspoétczynniki przy zmiegjn

X i wyrazy state g odpowiednio réwne, czyli gdy

b=-a(x+x) I c=d %[ % Std:

x1+x2:—E i xlD(zzE
a a

c.n.d.
W przypadkuA = 0 mamy:
X =X = X
wzory Viete'a przybieraj post&:
b , _C

2X, = ——, XS =—.
0 a ° a

[l. Zastosowanie wzoréw Viete'a.

1. Badanie znakdéw pierwiastkow trojmianu kwadratowego.
Zaktadamy:A = 0, X, < X,.
Z wtasndci sumy i iloczynu liczb rzeczywistych wynika:



X [X, <0< (x,<0i %>0.
(X [%>00 x+%>0 < (%x>0i %>0. (X [x,>0i0 x+x<0)= (x<0i x%<0).

Przykfad 1.
Nie obliczajc pierwiastkow trojmianiBx* —12x + 2 ustalit ich znaki.

Sprawdzamyze A >0, wigc pierwiastki istnieg i X, Z X,.
Ze wzorow Viete'a:

_c_2
XlD(z—g—§>O

b
X1+X2:—g:4>0
Stad :x, >0 i x, >0.
Odp. Pierwiastki majznaki dodatnie.

Przykfad 2.
Dany jest trojmian:y = x> —4x— 6. Obliczy sung odwrotndci pierwiastkow tego trojmianu.

Mamy a=1,¢c=-6,ac< 0,F - 4ac> Qwigc trojmian ma dwa pierwiastki.

1 1 X +X
Bl B 3

Xl X2 XlD(Z l
Poniewa

X, +X% =4, x[x=-6,
o1 1 2
wigC —+—=—-—.

X, X 3

2
Odp. Suma odwrotrgai pierwiastkéw tréjmianu wynosir:g.

Przykfad 3.

X, X
Wiadomo,ze x,, X, sa pierwiastkami trojmianu. Nie rozazujac Wyznacz:x—1 +;2 :

2 1
(_9 2 _ ZE
XX X G X (+x)*-2x% 1 g azﬁ_zg a _
X, X XX, XX o XX, X, %, c a® "ajc
a
b2

— E -
Zadania
1.0krel znaki pierwiastkow tréjmianu §é one istnieg:
a)y=x*-5x-3 Odp. Pierwiastkiasr6znych znakow
b) y=-2x*+3x-1 Odp. Pierwiastki majznaki dodatnie.
C)y=x"-x+6 Odp. Trojmian nie ma pierwiastkow.

2.Pierwiastki tréjmianuy = 4x* — 8x+ ¢ s liczbami naturalnymi. Oblicz c.
Oddub 4



3. Wiadomoze x,, X, S pierwiastkami trojmianu. Nie rozaeiujac wyznacz:

1 1 b
a) _—+_— Odp-—
X, X% C
b\( b
b) X7 + X Odp(—;j(g— 33

Réwnania kwadratowe z parametrem.

Przykfad 1.
Zbadaj liczle rozwiagzan réwnania w zalenosci od parametru m. Skonstruuj fun&cjf (m)
wyrazajaca te zaleznos¢ i narysuj jej wykres.

1). x> -5x+4=m
x> =5x+4-m=0

a=1
b=-5
c=4-m

Obliczamy wyr@nik:
A =b® -4ac
A=25-44-m)= 25 16+ 4= 4n+ 9

Brak rozwhzan A<O Jedno rozwazanieA=0 Dwa rozwazaniaA>0
4m+9<0 4m+9=0 4m+9>0
Am< -9 Am=-9 4m> -9
m<-— m= 3 m> 3
4 4 4
9
la m<-——
0 dla 4

9
f(m =<1 dla m——Z

9
2 dl >—-—
am 4



f(m)
T3
y=f(m
G ra
o T1
4 3 2 4 1 2 4 m
+-1
+-2

: 9 ) o -
Odp. Jeeli m< 7 to rébwnanie nie ma rozedania.

: 9 . . . —
Jeeli m= e to rownanie ma jedno rozyzanie.

. 9 . . -
Jeeli m> 4 to rownanie ma dwa rozgaania.

2) xz—(m—3)x+% nf =0

Obliczam wyréanik:
A=[-(m-3)| - nf
A=m*-6m+9-m’=9-6m

Brak rozwpzaniaA <0 Jedno rozwizanieA =0 Dwa rozwazaniaA =0
-6m+9<0 -6m+9=0 -6m+9>0
-6m<-9 -6m=-9 -6m>-9
m>— m—g m<—
6 6 6
m>> m=> m<>
2 2 2
I >—
0 dla m >
3
f(m =<1 dla mzz
3
2 dla m<—




y=f(m

, 3 . . I
Odp. Jeeli m>§, to rbwnanie nie ma rozedania.
: 3 . . . .
Jeeli m= > to rownanie ma jedno rozymanie.

. 3 . . .
Jeeli m< o to rownanie ma dwa rozgaania.

3) m¢+2(m-2) x+t m-3=0

l. R6éwnanie liniowe otrzymamy eli:

a=0
m=20
Wtedy:
-4x-3=0
-4x=0
.3
T4

rébwnanie ma jedno rozaianie.
Il. Rbwnanie kwadratowe otrzymamyz@:

az0
m#0

Wtedy:

mx’ +2(m-2) x+ m-3=0

[ Brak rozwizan | Jedno rozwizanie

| Dwa rozwizania




m#0 m#0 m#0
A<O A<O A>0

-4m+1€6<0 -4m+1€6=0 -4m+1€6>0
-4m< -16 -4m=-16 -4m>-16
m>4 m=4 m<4

0 dla m>4

f(m =<1 dla m=4 lubm=0
2 dlam<0 Ilubmz0

f(m)
T3
y=f(m
ya O
41 o
f f f f f f f V),
4 3 2 -1 1 2 3 4
T-1
T-2

Odp. Jeeli m> 4, to rOwnanie nie ma rozedania.
Jeeli m=4Cm=0, to rownanie ma jedno rozgzanie.
Jeeli m<O0C m# 0, to rbwnanie ma dwa rozgdania.

Przyktad 2.
Dla jakich parametréw m., n réwnanie:

X +mx = —mr — nx
ma jeden pierwiastek podwdjny. Wyznacz ten piertelas

X% + mx = —mr — nx
X%+ mx+ mn+ nx0

x>+ x(m+ )+ mr=0

a=1
b=m+n
c=mr

Aby pierwiastek byt podwojny = 0.
Obliczamy wyré@nik:



A =b® -4ac
A=(m+nN’-4mn= M+2mA A=( m )i
A=0 < (m-r?=0)

m-n=0
m=n

Obliczamy pierwiastek:

X —_1
°" 23
—(m+ —(m+ -2
Xg = (m n): ( rT): m:—m

2 2 2

Odp. Dla parametrum=n réwnanie x*+mx=-mr—-nx ma jeden pierwiastek podwojny
X, =—m

Zadania
1. Zbadaj liczh rozwiazan rownania w zalenosci od parametru m. Skonstruuj funécijf (m)

wyrazajaca te zaleznos¢ i narysuj jej wykres.
a) R-mxX+3(M1)x- m1=0

. 1 . - .
Odp. Jeeli mD(g ,lj , to rbwnanie nie ma rozyzan.
. 1 . . . .
Jeeli m= c Om=10m=2 ,toréwnanie ma jedno rozzanie.

1
Jeeli m D(— oo,gj ] (1,2) ] (2,+oo) , to rownanie ma dwa roz@ania.

b) 2mx* -12x+9=0

Odp. Jeeli m> 2, to rbwnanie nie ma rozwian.
Jeeli m<2 Cm#0,toréwnanie ma jedno rozygzanie.
Jeeli m=0Cm=2 , to robwnanie ma dwa rozgaania.

2. Dla jakich wartéci parametru m rownanig® —2(m+ 2) x+ 4m+ 5= 0 ma dwa pierwiastki
spetniajce warunekx, — x, =27?

Odp.m = -2, m =+/2

3. Dla jakich wartgci parametrum réwnaniex” —2x +m-4 =0 ma:

a) ma dwa pierwiastki Odp.<5
b) ma jeden pierwiastek (podwdjny) Odp=5
) nie ma pierwiastkow Odm>5

Rownania kwadratowe z parametrem — rozwgzywanie zada.



Przykfad 1
Dla jakiego parametru k zbiorem waitofunkeiji f (x) = kX —4 x+ k+ 3 jest zbiorR, O{0} .

Rozpatrujemy dwa przypadki:

a) funkcja liniowa

Jezeli k = 0 wtedy funkcja przyjmuje postaf (x) = -4x+ 3.
Nie spetnia warunkow zadania.

b) funkcja kwadratowa

Jezeli k # 0 funkcja przyjmuje postafunkcji kwadratowe.
Aby spetnione byly warunki zadania musi zachédzi

1) k >0- wtedy ramiona parabolila skierowane ku gorze
2) A = 0— wtedy wierzchotek ¢dzie lezat na osi OX
Otrzymujemy uktad zalanosici:

k>0
A=0

Obliczamy wyrénik réwnania
A =b* - 4ac

A=16- 4> - 1X

A =-4k* -12k +16

Z warunkow zadania wiemye:A =0 « —4k® — 12k + 16= 0(-4)

k?+3k-4=0

Obliczamy wyrénik réwnaniak® + 3k —4 =0:
A, =b* -4ac
A, =9+16= 25
JA, =5

~b-+A —b+Va
k, = lub T

2a 2a

-3-5 -3+5
K, :T lub k, = 2
k, =-4 lub k, =1

Nie spetnia warunku zadanik, = -4 :
Odp. Dla parametrik, =1 zbiorem wartéci funkcji f(x) = kx® -4 x+ k+3 jestR, 0{0} .

Przykiad 2.
Dla jakiego parametru a trojmiam €1 x)+ a€1 x} aprzyjmuje tylko wartéci ujiemne?

Aby tréjmian przyjmowat wartéci ujemne muszzachodza warunki:



1) a-1# 0— wtedy funkcja f bdzie trojmianem

2) a—-1<0- wtedy ramiona parabolkta skierowane ku dotowi
3) A <0- wtedy wierzchotek &lzie lezat pod osi

Otrzymujemy uktad zalanosici:

a-1<0
A<O
Z warunkéw zadania wiemye:A <0 = (a-1)*-4ala- 1< 0
-3a?+2a+1<0

Obliczamy wyrénik réwnania:—3a* +2a+1<0
A, =b’ -4ac

A, =4-4-3 =16

JB, =4

_-b-+/A ub _-b+4/A
a0, 27 2a
_—24 lub a _—2rd
%" 6 R
1
a =1 lub =3

Nie spetnia warunku zadania, =1.

a (- o0,~2) O (1,+0)

RERSENNN 7Y




an(-w-3

Odp. Dlaa D(—oo,—%) trojmian przyjmuje wartei ujemne.

Zadania
1. Dla jakich m suma odwrotéa pierwiastkow réwnania® —2x(m-5 + nf + 3m+ 2= 0 jest
dodatnia?
Odpm[d(-2,-1)
2. Dla jakich m réwnaniex* — (2m-1) x+ nf — 4= 0 ma dwa rdne pierwiastki mniejsze od 4?
Odp.m(2,4)

3. Dla jakich k rownanie K - (44 K x+ I 8 Ona dwa réne pierwiastki rénych
znakow?

8
Odp.m0(0,5)

4. Dla jakicha (a OC) pierwiastki rownaniax® — (2 + a) x+ 1= 0 spetniaj Warunek:‘xl - xz‘ <1?
Odp.m(-4,0)

Funkcja kwadratowa — zadania.

Przykfad 1.
Z danych prostaktow o obwodzie 8 wybkaten o najwtkszym polu.

Oznaczenia:
a— dtuga¢ prostokta
b— szeroké¢ prostokta
P — pole prostokta

P=alb
O- obwdd prostoita
O=2a+2b=8

Dwém wymiarom prostakta przyporadkowana jest doktadnie jedna para liczb, ktdazywamy
polem. Przyporadkowanie to nazywamy funkgjZatem pole prostaka maemy traktowa jako
funkcje jego wymiaréw.

P=f(ab=ab
Wiemy, ze:
2a+2b=8



at+tb=4

b=4-a

Podstawiajc do funkcji f (a,b) otrzymamy:
f(a)=a(4-a

f(a) =4a- &’

Otrzymalsmy funkcg jednej zmiennej, ktora wyra zalenos¢ pola prostokta od ditugéci boku
a. Aby prostolst miat najwiksze pole, to funkcjd (a) musi mi€ najwigksza wartasé.

Funkcja f (a) jest funkch kwadratows, ktorej wspoétczynnik przy najwigzej potdze jest ujemny.
Zatem najw¢ksza warté¢ funkcja f (a) przyjmuje w wierzchotku.

. _ —b —Aj .
Wspotrzdne merzcho’:ka( oa da) Std otrzymujemy:

Odp. Ze wszystkich prostatow o obwodzie 8, najwksze pole ma kwadrat o boku 2.
Przykfad 2.
Ktory z walcéw o wysokéci h, promieniu podstawy i obwodzie przekroju osiowegp =10Ccrr

ma najweksz powierzchng boczry?

Oznaczenia:

p— obwaod przekroju osiowego walca
h— wysokd¢ walca

I — promied podstawy

S - pole powierzchni bocznej walca

Mamy wzory:p = 2h+ 4r

10C=2h+4r
oraz :S=2nrh

Pole powierzchni bocznej walc8 = 27nrh traktujemy jako funke jego promienia i wysoki.
Korzystapc ze wzorulOC = 2h + 4r mozemy wyrazé h w zaleznosci od r :
h=5C-2r

Stad:

S(r) =2n(5C-2r)

S(r) = —4m® + 1007

Widzimy, ze pole powierzchni bocznej rozpatrywanego walcaaziismy jako funkcg promienia.
Jest to funkcja drugiego stopnia, gdaie —471, b=1007, c= 0.

Poniewa jest a < 0, wigc funkcja ta osiga najweksza wartas¢ dla:

r——1 czyli

"o Y
-100

r= n:12,5
-8

Zatem pole powierzchni bocznej jest najkgze, gdyr =12,5.



Mamy wowczas:
2r = 2%,

h=(50- 2r)cm= 25m

Odp. Najwiksz powierzchng boczra ma walec, ktérego przekrojem osiowym jest kwadrat.

Przykfad 3.

Rozwigzat rownanie:
1

V1-x-x=—=

V3
D: 1-x=0 L x>0
x<1 L x>0

Dwa razy podnosimy obustronnie do kwadratu:

1
\/ﬁ—\/_:ﬁ

1
1-x-2Ux/1- x+ X=73

1
x3/1-x= 3
1
X(1-x) =—=
(-9 =
1
x? — x+§ =0
Otrzymalsmy réwnanie kwadratowe. Obliczamy wyrok:
A =b* - 4ac
p=1-2=2
T 9 9
\J5
VA=
3
Obliczamy pierwiastki:
—b-A “b4D
X, = O X, =——F——
2a 2a
V5 V5
1—? 1+?
X, = 5 U X, :—2
Lol 5 _1,45
17276 %7276

Sprawdzeniex; :




Sprawdzeniex, :

Po uwzgédnieniu dziedziny otrzymujemygeXx, nie spetnia rownania.

J5

. . , . 1
Odp. Rozwazaniem réwnania jestx, = > 6



Zadania

1. Okno ma ksztalt prostaka zakdczonego na goérze trgjfem réwnobocznym. Obwod okna
wynosi 2. Jaka powinna bydlugai¢ podstawy prostaita, aby powierzchnia okna byta

(\/5 - 6] >
4
2. Rozwiazat w zbiorze Z; réwnanie: 3x* +2x-1=0.
Odpx, =2,%x, = 4
3. Z prostoktnego kawatka tektury wykonano otwarte pudetko weposobze wyckto w czterech
rogach kwadraty o boku 5 i otrzymane bokictgi Dluga¢ arkusza tektury jest dwa razyeksza

od szerokéci, a obgtos¢ pudetka wynosi 1040. Oblicz wymiary kawatka teltuez ktorego
wykonano pudetko.

najwicksza? Od@ =

Odp.36 i 18
4. Rozwizat rownaniea/x ++/2x+1=5

Odpx =4
5. Dwa samochody méty sie¢ na skrzyowaniu prostopadtych szos. Jeden jechat na pobhogyi
na zachdd. Po dwoch godzinach od spotkania ichglmdtew linii powietrznej wynosita 200 km.
Srednia pedkos¢ jednego samochodu byta o 20 km/hekgiza nk srednia pedkosé drugiego.
Oblicz te pedkaosci.

Odp.80 km/h; 60 km/h.

Réwnanie ogolne drugiego stopnia.
Krzywe stozkowe.
Definicja
Réwnanie postaci

Ax?+Bxy+Cy+Dx+Ey+F=0,
Gdzie A,B,C nie g jednoczénie zerami, nazywamy réwnaniem ogolnym drugiegapisia.
Roéwnanie kwadratowe nme mie:
1) brak rozwizai , np. X+y*+1=0

2) jedno rozwizanie , np. %+(y-1)>=0
3) nieskaiczenie wiele rozwizan , np.

a)

X%-2Xy+y*=0

(x-y)*=0

(x-y)(x-y)=0

y=x [0 y=x proste rownolegte
b)

x*-y?*=0

(x-y)(x+y)=0
y=x 0 y=-X proste prostopadte



y=x?-5x+6 parabola
d)

X*+y?-4=0 okraqg

e)

1, 1, .
=X"+=y°-1=0 elipsa

4 9 y P

f)

xy-2=0 hiperbola

Kazde rozwizanie rownania kwadratowego jest zbiorem punkt&tére tworz krzywe
zwane krzywymi stzkowymi.

1) Okrag
a) (x-pf-(y-q)*= r* réwnanie kanoniczne ofgu

p,q - wspotrgdnesrodka okegu
I - promiei okregu

*
0
b) (x-pY+(y-a)’=r’
X-2pX+HF+YP-2qy+f-r°=0
X+y2-2px-2qy+B+0-r’=0 réwnanie ogdlne okgu

2) Elipsa



op? -9 —q
a2 b?

p,q - wspotrednesrodka elipsy

a,b - potosie elipsy

e
o
Sip.o)
"
0
3) Hiperbola
Xy=a
y:E xz0
X
Y a<0 Y
a<0
0 * 0
Przyktad.Jaky krzywa przedstawia réwnanie.
a)
X2+y?=4 okag osrodku S(0,0) i promieniu r=2
b)
X2+y?-2x-8=0
X%-2x+yP-8=0
X?-2x+1-1+y-8=0 okag osrodku S(1,0) i r=3

(x-1)*+y*=9



c)
X2+y*-4x+6y-15=0
C-Ax+4-4+\+6Yy+9-9-15=0 okqg osrodku S(2,-3) i r-2/7
(x-2y+(y+3)'=28

d)
X+9y’+6x+9=36
%+6x+9+9y=36 elipsa @rodku S(-3,0) ; a=6 i b=2
(x+3)*+9y*=36
2 2
—(X + 3) + y_ =1
36 4
e)
4xy-12=0
4xy=12
xXy=3 hiperbola
X
f)
4x%-9y%=0
(2x-3y)(2x+3y)=0
2x-3y=0 O 2x+3y=0 dwie proste przecinag st
3y=2x [ 3y=-2x
y:g X U] y= -2 X
3 3
9)
X2+xy=0
X(x+y)=0 dwie proste przecinge se¢
x=0 0 x=-y

Zadanie Jaky krzywa przedstawia rownanie.

a) 4x-y=0

b) x+2xy+y’=0

C) Xy=-6

d) xy+y*=0
(x=3* , (x=®* _,

e
)16 9

Uktady réwnan.

Przyktad.Rozwiaz graficznie i algebraicznie.



x* +y? =36
X+y=4

a) rozwigzanie graficzn

v/

okrag osrodku S(0,0) i r=6
prosta y=-x+4

4y=36
b) rozwiazanie algebraiczne
x*> +y*=36
X+y=4
y=4-x
X* +16-8x+ x* =36
y=4-Xx
2x* -8x—-20=0
*¥-4x-10=0
A=16+40=56
JA =214

x, =2-14 0O x,=2+414

y1=4-Xq H Yo=4-Xp
yi=4-2+14 O  y,=4-2-14
yi=2+14 O y,=2-/14

x:2—\/1_4 C {x:2+\/1_4

Odp. Rozwazaniem g dwie pary liczb .
y=2+ V14 y=2- J14



Zadanie. Rozwhz algebraicznie i graficznie.

a)
x> +y*=2x+4y-6=0
2x-y+1=0

b)

y=x"-2
y? +x>+8y+12=0
c)

X+ XxXy+y=13
2(x+y)? + x°y+xy* +30=0

?)XI ¥
+|y|=1

y=x"+1

e{|)x—y|:1

X2+y2:1

Styczna i sieczna krzywej stikowe).

Definicja.

Prost k mapca jeden punkt wspolny z krzyastazkowa nazywamy styczn
Definicja.

Prost k mapca dwa punkty wspolne z krzymstazkowa nazywamy sieczn

Przykiad. Przedyskutuj istnienie i liczbrozwiazaa uktadu rowné w zaleznosci od parametru m.
x> -y-4=0
2x-y+m=0

x?-y—-4=0
2Xx-y+m=0



x*—-y-4=0

x*—(2x+m)-4=0

x> -2x-m-4=0
A=4-4(-m=-4)=4+4m+16=4m+ 20

{y:2x+m

Brak rozwhzan Jedno rozwizanie Dwa rozwiazania
4m+20<0 4m+20=0 4m+20>0
m<-5 m=-5 m>-5
15 -
10 -
5 _ Seriel
[ 0 ,:“ . | —--—-Serie2
> ==z="
-5 /;;b;ff"/ 5 |-..—-Serie3
;225;4107 — ——-Serie4
- 15 -
20 -
X

Odp. Dla parametru m<-5 uktad nie ma rogzen , dla m=-5 uktad ma jedno rozyzanie , dla m>-
5 uktad ma dwa rozwkania.

Zadanie 1Dla jakiego paramertu m prosta x-y-m=0
Jest styczna do krzywefy*+2x-4y-4=0

Odp. Prosta jest styczna do krzywejijektad ma jedno rozwizanie, czyli dla m=-3-32 lub m=-

3+34/2.

Zadanie Dla jakiego parametru m prosta y=2x+4 nie ma pomkivspolnych z krzyw
(x-B+y*=m.
Odp. Dla n’[J(O,%S) prosta nie ma punktéw wspolnych z krzyw
Zadanie 3Dla jakiego parametru a prosta x+y+a=0 jest sig&zrywe]
3C-6x+2y/+8y+5=0
Odp. Dla E(l-\/g ,1+\/§) prosta jest siecarkrzywe,.

Zadanie DDla jakiego parametru t krzywa styczne zewgtrznie.

WSKAZOWKA. Okregi sa styczne zewtrznie jeli spetniony jest warunelS,S,|=r, +r, .
Odp. Dla t=-2/2 okregi sa styczne zewgtrznie.

xy—-1=0

styczne.
x*+y*-k=0 Sy

Zadanie la jakiego parametru k krzywe{



Odp. Dla k=2. Krzywe gstyczne.

Uktady nieréwnosci.

Przyktadl.Zaznacz na ptaszcayie.

y> X’
X2+y2<1

Zadanie.Zaznacz na ptaszcayie.

a)
x=0*, (y=1° <1
9 1
y(-x* +1

Xy(1
X +y?=>4

b)




d)

y <sinx
x> +y*<1
1

X==
2

xy>1
(x=3)* +(y+1)* >4
y<X



