FUNKCJE

Przy badaniu otaczajyych nas przedmiotéw i zjawisk wprowadzamy
rozne wielkdci , ktére je charakteryzaj, i staramy si wykry¢ zwiazki miedzy tymi wielko-

sciami.

|. Pogcie funkcji .
Definicja:

Niech dane dda zbiory X,Y #0 . Przyporzdkowanie , ktore kadlemu elementowi zbio-
ru X przypisuje dokiadnie jeden element mbioY nazywamy funkcja , co zapisujemy :

XY y=f(x)

x- argument funkcji (zmienna niezata )
y- warta¢ funkcji (zmienna zafaa )

f - okresla funkcg

X- zbior argumentow ( dziedzina funkcji)

Y- zbiér wartdci funkcji ( przeciwdziedzina )

Il. Sposoby okrdania funkciji .
1. Przypis stowny :

Kazdemu X przyporadkowany jest jeden Y .
2. Przy pomocy tabelki

X [-2]0 |3 |5

f(x) |6 |0 |6 |15

3. Graficznie
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4. Przy pomocy wzoru
f:R-> R
f(x) = 3x

5. Za pomog wykresu
VA

lll. Funkcja ,na”.
Definicja :
Mowimy ,ze funkcja f: X - Y jest ,na’, jéli kazdy element y 1Y jest przyporad-

kowany conajmniej jednemu elementowi X X .

X

‘o] |

2

Przyktad :
y=x

X={3,0,1,3}

Y={0,1,9}
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IV. Funkcja r@nowartgciowa i wzajemnie jednoznaczna.
Definicja :
Méwimy , ze funkcja jestréznowartosciowa, jezeli element Yy IY jest przyporzdko-

wany doktadnie jednemu elementowi X .

Y1

X2 » y

Przyktad

y=x
X={3,0,3}
Y ={-27,0,27}
Definicja :

Funkcg f: X — Y nazywamywzajemnie jednoznaczg, jeli jest r@nowartgciowa i

Sna .

V. Obraz i przeciwobraz zbioru .

Definicja :
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Obrazem zbioru ALIX wyznaczonym przez funkgjf nazywamy zbiér warfoi
funkcji f dla argumentow natecych do zbioru A.
f(A)={yULY; y=f(x) L xLIA}

Definicja :

Przeciwobrazem zbioru CLIY wyznaczonym przez funkgcjf nazywamy zbior , ktore-
go elementamiaste x, ktorych obrazy nalg do zbioru C.

f{C)={xLX, f(x) LIC}

VI .Funkcja liczbowa .
Definicja :
Jezeli zbiory X 1Y @ zbiorami liczbowymi , to funkej f nazywamyfunkcja liczbo-

wa.
Dziatania na funkcjach :
1. (f+ 9)(x) = f(x) + 9(x)
2. (f-g)(x) = f(x) - 9(x)
3. (F)(x) = f(x)0g(x)

f f(X)

4, (Ej x) = W , g(x)£0

Definicja :
Mowimy , ze funkcje f:D - R i g:D, - R @ rowne (f=g), obie dziedzinyas

takie same, i dla kdego x zachodzi : f(x) = g(x) .

Przyktad

X2
)=~ b =R\ {o}
g(x) = x D=R

D, #D,

Czyli obie funkcje s rézne .

1. Uktad wspotrzdnych na ptaszczyie .
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Definicja :

Uktadem wspotrzdnych prostodtnych na plaszczpie nazywamy par osi liczbowych
wzajemnie prostopadtych , przy czym punkt pra@a tych osi zwany pogtkiem ukiadu jest
punktem zerowym Kkalej z nich .

A y

v

I Vi

Os$ poziomy oznaczamy OX inazywamy aesbdcetych . G pionows oznaczamy OY i hazywa-
my osk rzednych . Taki uktad wspétezinych oznaczamy OXY . Dzieli on ptaszczyzma cztery
¢wiartki . Kazdemu punktowi ptaszczyzny przypedkujemy pag¢ liczb : odcgta x i rzdna vy .
Liczby x i y nazywamy wspokgnymi A, co zapisujemy A (X,y).
Twierdzenie :

Kazdej uporadkowane] parze liczb rzeczywistych odpowiada ptaszczinie doktad-
nie jeden punkt, ktorego wspdadnymi % te liczby i odwrotnie , kaly punkt na ptaszczgie
ma doktadnie jedn pae wspotrzdnych .

Przyktad
Zacieniuj zbior tych wszystkich punktow ptasgzny , ktorych wspotedne spetniaj warunki :

=TTy

3

A 2%

2. lloczyn kartezjaski .
Definicja :
Zbiér wszystkich par upagdkowanych (x , y ) takichze xLI X i yLIY nazywamy
iloczynem kartezjanskim, co oznaczamy :
XXY
Przyktad
Mamy dane dwa zbiory AiB . Wyznacz ilocziartezjaski .
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A={a,b,c}

B={e,f}

Podajemy zbiér wszystkich upadkowanych par elementow .
AXB ={(ae)(af).(be)(bf)l(ce)lch)}

czyli :

AXB=6

3. Wykres funkcji .
Definicja :
Wykresem funkcji nazywamy zbiér wszystkich ktgw ptaszczyzny o wspokdnych
X 1y, takich ze x naley do dziedziny funkcji a y jest odpowieginvartacia .
Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji :
f(x)=2x+1

v

4. Miejsca zerowe .
Definicja :

Miejscem zerowym funkcji nazywamy twartg¢ argumentu , dla ktorej funkcja przy-
biera warté¢ zero .

Przyktad
Wyznacz miejsce zerowe funkgcji: f (xfx - 2

T x-2=0

gl
X
1

N
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x =10
5. Monotoniczné funkcji .
Definicja :
Funkcg f nazywamymalejaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy gdy didowolnych
X1 1 X2 nalezacych do zbioru X zachodzi :
X1 <X = f (X)) >f(X)
czyli , gdy wekszej wartéci argumentu odpowiada mniejsza w&ttdunkcji .
Definicja :
Funkcg f nazywamyrosnaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy didowolnych
X1 1 X2 naleiacych do zbioru X zachodzi :
X1 <X = f(X1) <f(X)

czyli, gdy wekszej wartéci argumentu odpowiada giisza warté¢ funkcji .

Definicja :
Funkcg f nazywamyniemalejaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy didowol-
nych x i X, naleacych do zbioru X zachodzi :

X1 <% = f(Xg) < f(x)

Definicja :
Funkcg f nazywamynierosnaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy didowol-
nych x i X2 nalezacych do zbioru X zachodzi :

X1 <X = f(x1) 2 f(x2)

Przyktad

Zbadaj monotoniczrio funkciji :

f(x)= -2x+1

-wezmy dowolne x< X, i rozpatrzmy rénice f(x)-f(x)
f(x)-f(x)=(2x+1)-(2+1)= -2%+2%= -2(x-%) >0
czyli

f(x1)-f(x2)>0

f(x1)>f(x), co oznaczaze funkcja f jest malega .

6. Okresow&¢ funkcji

Definicja :
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Funkcg f: X — Y nazywamy okresowa wtedy i tylko wtedy , gdy istnieje liczba
s# 0, taka ze dla kadego xLIX zachodzi:
Xx+slX i x-sX i f(x+s)=f(x)=F(x-s)

7. Dziedzina funkcji
Zbiér wszystkich wartiwi zmiennej niezalaej (argumentu ) x , dla ktorych funkcja

f(x) jest okrélona .

8. Parzyst& i nieparzysté& funkcji
Definicja :

Funkcg f nazywamyparzysta , jezeli istnieje takie x naigce do dziedziny funkcji,
gdzie :

f(-x) =f (x)
Definicja :

Funkcg f nazywamynieparzysty , jezeli istnieje takie x naklace do dziedziny funk-
cji, dla ktérego zachodzi :

f(-x)=-f(x)

VIl . Funkcja zt@ona i odwrotna .
1. Funkcja ztgona
Definicja :
Niech f: XOM - Y i g:Y - Z.Para upomlkowana (f, g) okéa nows
funkcjge h: X — z zwan ztozeniem ( superpozyej) funkcji f i g, co zapisujemy :
h=gof , h(x)=g[f(x)]

f > f(X)
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h ot g

2 . Funkcja odwrotna .
Definicja :

Niech f: X - Y. Mowimy,ze funkcja g:Y—- X jest odwrotng do funkcji f, jéli

zachodzi :

y=f(x) = x=g(y)
X

Twierdzenie :
Funkcja odwrotna do funkcji f: X Y istnieje wtedy , gdy f jest ,na” i xdowarto-

sciowa .

VIl . Przyktady funkcji liczbowej .



1. Proporcjonaln& prosta .

y = ax

2 . Proporcjonaln& odwrotna .

3. Funkcja kwadratowa .

y=ax

4. Wartg¢ bezwzgtdna .

y=|x]|

5. Cecha liczby

FUNKCJE

o

a=l

L)
o

"f‘
a=0
>
0 X
Y.‘
>
0 X




y=1[x]
Definicja :
Czescia catkowity ( cech) liczby x
nazywamy najwiksz liczbe catkowity

nie wkkszy od x i oznaczamy [x] .

Przyktad
[2,1] =2
[-2,1]=-3

6. Mantysa liczby .

y=m(x)
Definicja :
Mantysa nazywamy rénicg X - [X]
I oznaczamy m (X) .
Przyktad
m2,3)=2,3-[2,3]=2,3-2=0,3
ZADANIA

Zadanie 1 .
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Okre&$l dziedzirg i monotoniczné funkcji y=3x-2

1. Dziedzina
D:3x-2#0
3X#£ 2
X% %
2. Monotoniczné&t
- wemy dowolne x i x, gdzie
X < X

- rozpatrzmy rénice

f(x)-f(x) =(3%-2)-(3%-2)=3%-3x%

f(x)-f(xx) <O

f (X)) <f(x2) ,czyli funkcja jest rosica .

Zadanie 2 .
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Majac dane g (x) =%+ 2x, oblicz :

a) g (2)

b) g (0,5)

c)g(-0.3)

-obliczamy podstawiag do wzoru :
a)g(2)=2+22=4+4=38

b) g (0,5) = (0,5)+ 0,5 = 0,75

c) g (- 0,3) = (-0,3)+ (-0,3) = 0,09 + (- 0,3) = (- 0,21)

Zadanie 3 .

Majac dam funkci y =3 -2x , uld czsciowa tabelle , narysuj wykres oraz podaj miejsca

zerowe .
1.Ukladamy tabekk:
X 210|113

y=32x |7 [3]|1] -3

2. Rysujemy wykres

v

3.Miejsce zerowe
3-2x=0
-2x = -3

X =

N oo
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Zadania do samodzielnego rozwrzywania .
Zadanie 1.

Podaj wzor funkcji odwrotnej do podanej fujakic naszkicuj jej wykres :

-2
y=—

X
Zadanie 2.

U6z czesciows tabelle funkcji y = 10 - X, zbadaj monotoniczié , narysuj wykres i od-
czytaj z niego miejsca zerowe .

Zadanie 3.

Utoz czsciowa tabelk i sprawd , czy dla funkcji f(x) =4 - x zachodzi :

X1 <X =T (X1) > (x2)

Zadanie 4.

a)Czy obgtos¢ szdcianu jest funkg diugaci krawedzi tego sz&ianu ?

b)Czy dlugdé¢ krawedzi szdécianu jest funkeg obgtosci tego sz&cianu ?

Zbuduj odpowiednie wzory . Czy w #dym z zada mazna poda tylko jeden wzér, czy
wigcej ?

Zadanie 5.

Wykaz , ze funkcja y =log (x +/X* +1) okr&lona na zbiorze R wszystkich liczb rze-

czywistych jest nieparzysta .

Zadanie 6.

Niech C oznacza zbiér wszystkich liczb catitgeh . Znalé¢ elementy zbioru (B A) -
(A XB) wiedzc ,ze

A={kUC:kU(-159}iB={k LUC:kL (04 }
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