FUNKCJE WYMIERNE
Temat 1 : Pogcie funkcji wymierne;

Niech WA(x) i W2(x) #0 beda wielomianami.
Niech A kzdzie zbiorem pierwiastkdw wielomianuX) i D=R/A.

Def.
- W, (X) . .
Funkcg F:D- R dam wzorem F(x)-vm nazywamy funke wymiern.
X
2
Przykifad:
x> +5x-1
F(X)=———— D=R
(x) NI
2222 _ \,222
F=2_ ~ X" D=RA-1,1}
X -1
Uwaga:
1) Kazdy wielomian jest funkgjwymierra:
F00=" =i
2
2) Funkcje E(x)=x— i F2(xX)=x nie ¢ rownebo maj rézne dziedziny.
X
X2
Fi(xX)=— D=R/A0}
X
F2(x)=x D=R
3) Analogicznie okréla sk funkcje wymierm wielu zmiennych, np.:
24 y—
F(X,y):m X¢y
X=-y
Zadanie 1.
Wyznacz dziedzigfunkciji
x? -x° +1
1) FX)=————
) F() x> —5X+6
D: x> -5x+6%0
zatem %2 [ X£3
czyli D=R/{2,3}
X
2) FX)=—F———
) F¥) X2+ x2+x+1
D: x® + X% +x+12£0
X% (X+1)+(x+1)}0
(X*+1)(x+1)}0
x£-1
D=R/A-1}

Funkcje wymierne (podobnie jak wielomiany) tweebior, w ktdrym mana okréli¢ dzia-
lania +, -,[]: .

Zadanie 2.
Wyznaczy sung, réznice, iloczyn i iloraz funkciji:



_ x+10 : _ 1
D RM=eTg P 10
D1=R/{-5,5} D2=R/{-5}
F1(x)+ F2(x)= x+10+ 1 _ x+10 N 1 _ 2(x+10 (x=5) _
x* =25 2x+10 (Xx-5)(X+5) 2(x+5 2(x-5(x+5 2(x-5)(x+5)
_2x+20+x-5_  3x+15 _ 3(x+5) _ 3 D=R/{-5.5}
2(x-5)(x+5) 2(x-5)(x+5 2(x-5(x+5 2x-10 ’
Fi(X)- F2(x)= xt10 _ 1 _ x+10 1 _ 2x+10 (x-9H _
x? =25 2x+10 (x-5(x+5 2(x+5 2(x-5(x+5 2(x-5(x+5)
_ 2x+20-x+5 _ X+ 25 D=R/{-5,5}
2(x=5)(x+5) 2(x-5)(x+5)
ROFp)=t0 g 1 o x+10 D=R/{-5,5)
x“ =25 2x+10 2(x—-5)(x+5)(x+5)
Fi(x): F2(x)= X2+10 : t __ x+10 EZ(X+5) = 2x+10 D=R/{-5,5}
X°—25 2x+10 (x-5)(x+5) 1 X=5
2 . 1
2) H(X)—E i Fa(x)= 13
Di=R/{7} D2=R/{-1}
Fa(x)+ Fa(x)= 2 N 1 _ 23x+3 N X=7 _6x+6+x-7 _ 7x-1
X=7 3X+3 (X=-7)(3x+3 (X-7)Bx+3) 3IXx-7)(X+) 3IJx-7)(x+)
D=R/{-1,7}
F1(x)- F2(x)= 2 1 _ 23x+3  x=7 _6x+6-x+7_  5x+13
X=7 3x+3 (X=7Bx+3 (X=7)Bx+3 Ix-7)(x+]) IIAx-7)(x+])
D=RA-1,7}
FOFR)=—2 0+ = 2 - 2 D=R/A-1,7}
X=7 3Xx+3 (x=-7(3x+3) Ix-7)(x+]
Fi(x): Fo(x)=—2—+ =2 X*3_6x+6 D=R/-1,7}
x=7 3x+3 x-7 1 x=7
RAM=" i FaX)=
X X° =X
D1=R/0} D2=R/{0,1}
_1 z _ x-1 z :x+z—1 _
P00+ Fal)= +xz—x X(x=1) x(x-1) x(x-1 D=RI0.1}
1z _x-1 _z _x-z-1 _
F(0)- FZ(X)_; X2 =x X(x-1) x(x-1) x(x-1 D=RI{0.1}
FX)FM=102 = 2 D=R/{0,1}
X X°=X X(x-2
Fa(x): Fo(0)= ;% “1g¢-x_x-1 D=R/{0,1}, 0
X X°=X X z y;

Zadanie 3.

Doprowad do najprostszej postaci:



1) 7x°y*a+bx’7y° 7x y’(a+b) _
21x%°y*(a+b)  21X°y%(a+b) 3
D: 21x°y*(a+hb) 20
x*#0 0 yz0 [ a+bz0
D={ (x,y) ; x20 Oy20 }, a*-b

X* =2xy _ X(x=2y) _ X
xy=2y* y(x-2y) y
D: xy—2y*#0 =  y(x-2y)}0
y20 O x#2y
D={(x,y) ; y#0 Ux#2y }

Zadanie 4.
Wykonaj dziatania:

2a-c_3a’-2bc %, 5-b_4-a_(2a-ckab_ (3a°-2bodb  72’c L Ga-bjiac (@b-apac_

D% Gac b b &  24bc 24bc  24bc  24abc 24ahc
_12°b-6abc-12%b+8°c-72A°c+6G°c—12bc-12abet3a°c _ &’c—9%’c—3Gbc_ & —%* -3@b
B 24ahc B 24hc T 2ab
a,b,c£ 0

x-2 a-% Sa-c_2-3_3 _(k-2Pa (a-4)x Ea-cMb_(c-D)a_ 18c _

2
) 8&c 12ab 6ac Pbc 4da 24abc 24abc 24abc 24bc  24bc
_ 9ac—6ab+2ac—8bc+20ab—4bc-16ac+24ab-18c _ —5ac+38ab—30bc
24abc 24abc
a,b,cz0
B X 16x,.,a X . HaX 5(a+x) -G ><(a+x) 2ax _
)tttz ) t—- ) -
atx a—x &-X atx ax &-X (@-Xa+y) (a—x) @+ 612 x2 (a—x) @+ (a—x)@+x) X
5a° - 5ax+5ax-+ 5x° +10ax) a’-x° _ 5@ +2ax+x%) _5a+x)?
( [] 2 T2 2 2
a®-x —ax+ax+x® —2ax a® —2axt+a (a-x

Zadanie 5. (do samodzielnego rozgzania)
Doprowad do najprostszej postaci:
4a-5b 3a-2b
12 18

1)

) a’+a-2|(a+2?*-a*> 3 |_
a™-33"| 4a®’-4 a’-a

Zadanie 6. (do samodzielnego rozwzania)
Wykonaj dziatania:

33 a’-4 _
a®-8 4a’+2a+4
n+2+\/r127— n+2- \/r
nt2-yni-a n+2en-a

1)

2)

Temat 2 : ROwnania wymierne.



Def.
Niech f: D> R bxdzie funkci wymierm. ROwnanie F(x)=0 nazywamy rGwnaniem wymier-
nym.

Przyktad:
X"+ X
1-x

0

Uwaga

1) J&li znak =" zastpimy jednym ze znakow: <", ,>" 5", ,2" to otrzymamy nieréw-
nos¢ wymierr.

2) Rownania wymierne rozwtujemy wedtug ustalonego padku:
a) wyznaczamy dziedzigrownania,
b) sprowadzamy do wspdlnego mianownika;
C) rozwiazujemy réwnanie rownowae;
d) sprawdzamy, czy rozwzanie naley do dziedziny;
e) podajemy odpowied

Zadanie 1.
Rozwiz rownanie:
2m-3  5m-3 _ 2m* +m-6 _

1 2
) m m? m?
D=R/{0}
2m*-3m 5m-3 2m*+m-6 2m’ _
m? * me m? e =0
-2m* +m+3 _
s

-2m*+m+3=0
m=-1 0O me=1,5
Odp. Rozwizaniem réwnania jest m=-1 lub m=1,5.

2) 1 _ 4 _xP+10x . 4x*+21

X]=x®+x-1 x+1 x*-1 xX*+x*+x+1
D: x*-x*+x-120 0 x+1£0 O x*-120 a X%+ x%+x+120

(x-1)( x*+1)20 O xz-1 O (X-1)(x+1)(x*+1)20 O(x+1)( x*+1)20
D=R/{-1,1}

1 4 x* +10x _ 4AxP+21
(x-D(x2+1D) x+1 (X-D(x+D(2+D) (x+D( +1)
X+1 AP +Y(x-D) x% +10x _ (@x®+21(x-))

(x=DOE+D(x+D)  (x+DE+D(x-D)  (x-D(x+D(x*+1) (x+D(x* +1(x-1)
x+1—4x3+4x2—4x+4: X2 +10x - 4x3 +4x* - 21x + 21

x* -1 x4t -1
— 2 —
X J;8x 16:0
X" =1
-x>+8x-16=0

X=4
Odp. Rozwizaniem réwnania jest x=4.

20+Xx 9x*+x+2 _5-3x 10-4x
2x—=2  6x°-6 x+1 3x+3

3)



D: 2x-220 [0 6x%-620 0 x+120 0O 3x+3#0
x£21 [ x#1 O x£-1 0l x£-1 0 x#1
D=R/{-1,1}

20+x  9x*+x+2 _5-3x 10-4x

2(x-1) 6(x-1(x+1) x+1 3(x+1)

20+ X)(x+1D3-9x* +x+2 _ 6(x—1(5-3x) - 2(x—-1)(10-4x)

6(x —1)(x+1) - 6(x +1)(x 1)

60Xx+60+3x” +3x —9x* + x+ 2 = 30x —18x* —30+18x — 20x + 8x* + 20— 8x
-6%* +64x+62=-10x* +20x—10

x> +11x+18=0

Stad x1=-9 0 x2=-2

Odp. Rozwizaniem réwnaniagsxi=-9 [0 x2=-2.

Zadanie 2 (do samodzielnego rozwyrania)
Rozwigzat rownanie:
12 1-3x 1+3x
1) > = +
1-9x° 1+3x 3x-1
96 _ 2x-1 3x-1
x*-16 x+4 4-x

2) 5+

Temat 3 : ROwnania wymierne z wartécia bezwzgédna

Zadanie 1.
Rozwiz rownanie:
x =1+ x?
e 25
x+1
D=R/{-1}
l. x-1=0 . x-1<0
xl x<1
x-1+x2 _ XXy
x+1 x+1
X—=1+X°—-X 1=0 X+1+ X" —X 1:0
X+1 x+1
x2 =2 X2 = 2X _
=0 =
X+1 x+1
x2-2=0 x*-2x=0
x=+2 O x=-/2 x=0 U X=2

nie spetnia warunkedx nie spetnia warunku x<1

Odp. Rozwizaniem rownania jest x#2 lub x=0.

el -1

7) Rt B i

D=R/{0}



. x+1=>0 0Ox-1=0 Il. x+1=0 O x-1<0 . x+1<0 O x-1=0 IV. x+1<00x-1<0

x=-1[0x=21 x=-1 [0 x<1 x<-1 00 x=1 x<-10x<1
x=1 X+1+x-1_ 5 nie zachodzi X<-1
x+1—x+1:2 , X —x—1+x—1:2
X X X
22 =9 _
2.5 X 2.,
X 0=0 X
x=1 rownanie tasamdciowe x=-1 nie spetnia x<-1
Odp. Réwnanie jest spetnione dlas1,1>/{0}.
X+1-2
3) & :l
2
D=R/{0}
x+1-2_1 x+3-2_ 1
X 2 X 2
x+1=0 X+1<0 x+1=>0 x+1<0
x=-1 x<-1 x=-1 x<-1
x+1-2 1 -x-1-2_1 x+1-2 _ 1 -x-1-2_ 1
x 2 X 2 x 2 X 2
2X-2=X -2X-6=X 2X-2=-X -2X-6=-X
X=2 X=-2 2 x=-6
3

Odp. Réwnanie jest spetnione dla x=2, x:-2§xi:x:-6.

Zadanie 2. (do samodzielnego rozwzania)
Rozwiaz:
x+1-2

_1
X 2

Zadanie 3. (do samodzielnego rozwzania)
Rozwiaz

L

-4

Temat 4 : Nierownasci wymierne.

X—=2

Zadanie 1.
Rozwigz nierdwnac¢:

X2 =2

1) <1

D=R/{0}




Podczas rozwazywania nierowngci wymiernych (w przypadku gdy niewiadome
znajdup si¢ z jednej strony nieréwrdoi) mnazymy obie strony zawsze przez kwadrat mia-
nownika.

x> -x—-2
X
X(x*-x-2)<0

X(x+1)(x-2x0

czyli x(-e0,-1>[1<0,2>
Uwzgledniajac dziedzir x[(-c0,-1>[1(0,2>
Odp. Rozwizaniem nieréwngi jest XJ(-c0,-1>1(0,2>.

<0 %2

X

3) 0<———<1
X“=x+1
D=R
O<+ 0 %<1
X“—=x+1 X°=x+1
0< Xx(x*-x+1) x—x2+x—1<O
x>0 x> —x+1
—(x? -
(x 2x+1)<0

x> —x+1
-(x-D*(x* —-x+1) <0

x0(-00,1)0(1 00)

x>0 [ X(-00,1)1(1,00)

>

zatem xJ(0,1)(1,)
Odp. Rozwazaniem nierowngi jest X1(0,1)1(1,00).

X_
g XA
X
D=R/0}
x-1=>0 x-1<0
x=1 x<1
X__l <1 —x+1 <1
X X
X=1-x_, —x+l=x_g
X X
x=0 (1-2x)x<0
uwzgkdniajac warunek =1 -2(x-0,5)x0
x[<1,+0)

>




X(-00,0>[1<0,5;0)
x[<1,+0) [ X[(-00,0>[1<0,51)
czyli x[(-00,0>[1<0,5)
Uwzgledniajac dziedzir:  x[(-c0,0)1<0,50)
Odp. Rozwizaniem nierowngci jest XJ(-00,0)1<0,5).

Zadanie 2. (do samodzielnego rozwzania)
Rozwiaz nieréwnac¢:

Zadanie 3. (do samodzielnego rozwzania)

Wykazaé, ze jesli m>0, to m+i2 >3
m

Temat 5 : ROwnanie wymierne z parametrem.

Zadanie 1.
Rozwiaz réwnanie, zbadaj istnienie i liczlbozwiazan rownania w zalenosci od parametru
m.
m-x _x-3

3 m

D=R

Jesli m=0 , to rbwnanie nie ma rozg#ania.

Jesli mz0 , to:

m(m-x)=3(x-3)

m?-mx=3x-9

3x+mx=m?+9

x(m+3)= m*+9

jedno rozwizanie brak rozwazan nieskaczenie wiele rozwizan
m+3£0 0 mz0 (m+3=00 m*+9#0) Om=0 |[m+3=00 m*+9=0
m#-3 0 mz0 m=-30m=0 nie zachodzi

2
. , . . — .. m~+9
Odp. Dla parametru #0 i m#-3 rOwnanie ma jedno rozgaanie postack = a3
m

Dla parametru m=-3 lub m=0 réwnanie nie ma rezai.

Zadanie 2.
Rozwigz réwnanie, zbadaj istnienie i liczlbozwiazan rownania w zalenosci od parametru
m.
2x+1_ m-1
2x-1 m+1
D=R/(0,5)}

Jeeli m=-1, to rbwnanie nie ma rozaziania.
Jezeli m#-1, to:

(2x+1)(m+1)=(2x-1)(m-1)
2mx+m+2x+1=2mx-2x-m+1

x=-0,5m
jedno rozwazanie brak rozwazan nieskaczenie wiele rozw.
m#-1 m=-1 nie zachodzi

uwzgkdniajc dziedzir:
x#£0,5= -0,5n#0,5
m#-1

Odp. Dla parametru mal réwnanie ma jedno rozg@anie postaci x=-0,5m.
Dla parametru m=-1 réwnanie nie ma rozza.



Zadanie 3.
Rozwigz réwnanie, zbadaj istnienie i liczlbozwigzan rébwnania w zalenosci od parame-
trow a i b.
Xx+a _ X-2a
x—-b x+b
D=R/{-b,b}

(x+a)(x+b)=(x-b)(x-2a)
3ax + 2bx=2b
x(3a+2b)=2b

jedno rozwazanie brak rozvazan nieskaczenie wiele rozw.
2b+3&0 2b+3a=00ab20 2b+3a=000ab=00 x£b O x#-b

_2b __2b b zatem:
wtedy rozwazanie ma posta | x=b Ox=-b

_ab

2b+3a

uwzgkdniajc dziedzir:
L

2b+3a 2b+3a
b(b+ax0 0O b(b+2a¥0
czyli:
b0 O a¢—§b Oa#-b Oa#-0,5b

Odp. Réwnanie ma jedno rozeanie postaci = dla parametrow a i b takiche

2b+3a

bz0, at—gb, a-b, a-0,5b.

. . 2
Rownanie nie ma rozwzan dla a=—§b 0 a0 O bzO0.

Réwnanie jest tcsamdciowe dla a=0, b=0.

Zadanie 4 (do samodzielnego rozyrzania)
Rozwigz rownanie z niewiadomx. Przedyskutuj istnienie i liczlrozwiazaa réwnania w
zaleznosci od parametréw ai b .

1)L:E+1
X—a X
2)2: b
X X+a

Temat 6 : Rozwhzywanie zada tekstowych.

Zadanie 1.
Samochaod przebyt w pewnym czasie dr@@0 km. Gdyby jechat zaedni predko-
$cig 0 10 km/h wgksza, to czas skrocitby sio 0,5h. Jaka byta giikos¢ samochodu?

Analiza:
droga, jak przejechat samochdd  s=210 km
srednia pedkos¢ samochodu \%
czas przejazdu t
nowa pedkos¢ samochodu (V+10)km/h

nowy czas przejazdu (t-0,5)h



Korzystamy ze wzoru na dreg
s=VIi
210=Mil = t=210:V
Jak wyzej dla nowych pgdkaosci | czasu:
£=(V+10)(t-0,5)
Poniewa przebyta droga byta taka sama, 108
Otrzymujemy uktad rowna
[ VEE(V+10)(t-0,5)

| t=210:v
Podstawiajc otrzymamy rownanie:
VZ+10v —-4200=0
Stad mamy:
V1=-70 0 V2=60
V1=-70 nie spetnia warunkéw zadania
Odp. Samochdd jechat zgpikoscia V=60km/h.

Zadanie 2.
Mianownik utamka bdacego ilorazem dwoch liczb catkowitych jest mniejszy od kwa-
dratu licznika tego utamka. Zsi do licznika i mianownika utamka dodamy 2, tanes¢

utamka ledzie wicksza od% , jezeli z& od licznika i mianownika odejmiemy 3, to waito
utamka ledzie mniejsza odl%. Znalez¢ ten utamek.

Niech danym u’ramkiemqkiziezil. Wtedy musi by spetniony iktad nierownii
X —

x+2 1 , x-3 1

> = i = T <=

x2+1 4 x?—4 10
Uktad ten jest spetniony przez liczby 2<x<Z¥1. Poniewa x jest liczly catkowita , wigc

stad otrzymamy trzy utamki spetnigge warunki zadania, a mianowicgelié,% :
5

Odp. Istniej trzy utamki spetniajce warunki tego zadani%;l%,a.

Zadanie 3
Trzech robotnikow kopatoby row :pierwszy o 7 dnizij drugi o 15 dni dizej, a trzeci trzy
razy diwzej niz gdyby pracowali razem. W jakim czasie wykpm@n row wspolnymi sitami?

Analiza:
czas w jakim | robotnik kopatby row — x+7
czas w jakim 1l robotnik kopatby row — x+15
czas w jakim 11l robotnik kopatby row — 3x
czas w jakim razem wykopaliby row — x

— . . 1
wydajnG¢ pracy pierwszego robotnlkaT7
X

wydajna¢ pracy drugiego robotnika
X+15

wydajna¢ pracy trzeciego robotnika3i
X

taczna wydajnéct 1
X

Rozwigzanie :
t , 1.1 [Bx(x+7)(x+15)
x+7 x+15 3x X




3X(X+15)+3x(x+7)+(x+7)(x+15)= 3(x+7)(x+15)
Stad otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

2x* +11x-105=0

x1=-10 U X2=5

nie spetnia

warunkow zadania

Odp. Robotnicy razem kopaliby row wagu 5 dni.

Zadanie 4 (do samodzielnego rozwyrania)
lloczyn pewnych trzech liczb pierwszych réwnaish picciokrotnej sumie. Co to za licz-
by?

Zadanie 5 (do samodzielnego rozwzania)
Pochg byt zatrzymany przez 16 min. i nadrobit gpienie na drodze 80 km, jatlz pedko-

$cig 0 10 km/h weksz niz przewidziano w rozktadzie jazdy. Jaka bytadkos¢ pocagu
wedtug rozktadu jazdy ?

Temat 7: Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste.

A
Def. Funkcje wymierne postaci )n nazywamy utamkiem prostym.
X—a
N 3 1
P =5 (x+1)
Zadanie 1
Przedstaw w postaci sumy utamkow prostych.
-1
0= ) (x+2)
1 _ A B _Ax+2)+B(x+l)_ Ax+2A+Bx+B _(A+B)x+2A+B
(x+1)(x+2) (x+1) (x+2)  (x+1)(x+2) (x+1)(x+2) (x+1)(x+2)
(A+B)x+2A+B=1
[ A+B=0
| 2A+B=1
[ A=-B
-2B+B=1
(A=1
B=-1
1 _ 1 1
(x+1)(x+2) (x+1) (x+2)
Tw.
Jezeli (x-a) jest k-krotnym czynnikiem mianownika fu:tjkwymiernej%, to ma@na
X
. A A A R
rzedstawd ja w postaci + +...+ +
" PP -a) xaf T ke Q)
Zadanie 2.

Przedstaw w postaci sumy utamkow prostych.

x? —4x+3
X% —2x+1
x? —4x+3
g(x)= (x-12)°

9(x)=

Po odpowiednim przeksztatceniu funkcji g(x) wyzreaty szukasmsunz.



x*-4x+3 _ A ,_B
(x-17  (x-1) (x-1?*°
Zadanie 3.
Oblicz:
1 1 1 1
+ + +or—
12 203 34 15016
Rozktadajc dane elementy na utamki proste otrzymamy:
1 A+ B _2A+B

1

_1_,. 1.1 1 2A+B=1
2 7271 2

1.3

15016 15 16

(1 1) (1 1) (1 1) (1 1)_ 1_15
——— |t = | =t == |Fl-—=—
1 2) (2 3) \3 4 15 16 16 16
1 A B _An+1)+Bn_(A+Bn+A

n(n+1):F+n+1: n(n+1) n(n+1)

Zadanie 4 (do samodzielnego rozwyrania)
Przedstaw w postaci sumy utamkow prostych.

X+1
h(x)= ————
) X2 +x=-2

Zadanie 5 (do samodzielnego rozwrzania)
Oblicz:

1 1 1 1
+ + +o—
1113 1305 1507 298[B1

Temat 8 :Funkcja vy =2 :
X

W zaleznosci od wspoétczynnika rozpatrujemy dwa przypadki:

a>0 a<0
(np. a=1) (np.a=-1)
1 1
= — y:- J—
X X
D=R/{0} D=R/{0}




1) Wykresem funkcji jest hiperbola. 1) Wykresem funkgcji jest hiperbola.

2) Zbiorem wartdci funkcji jest R/{0} 2) Zbiorem wartdci funkcji jest R/{0}

3) Dla x>0 funkcja przyjmuje wartai do- 3) Dla x<0 funkcja przyjmuje wartai do-
datnie. datnie.

4) Dla x<0 funkcja przyjmuje wartai 4) Dla x>0 funkcja przyjmuje wartai
ujemne. ujemne.

5) Funkcja jest malgpa w kadym z prze- 5) Funkcja jest rosica w kadym z prze-
dziatow (o, 0) i (0, ) dziatow (<o, 0) i (0, )

6) Proste x=0 i y=0 sgsasymptotami wykresu 6) Proste x=0 i y=0gasymptotami wykresu
funkciji. funkciji.

7) Funkcja jest nieparzysta. 7) Funkcja jest nieparzysta.

Przeksztatcenia wykresow funkcji.

Aby narysowa wykres funkcjiy =

+qnalezy:
X—p

a) narysowa wykres funkgji y=§
X
b) przesun¢ o wektord =[p,q ]
Zadanie 1

Narysuj wykres funkciji: f(x)=1 +1
Korzystajc z powy:szego schematu otrzymamy:

1
a) y=—
X

b) y=5iz+1 u=[-2,1]

Zadanie 2.
Narysuj wykres funkcji f(x) :Dil U
X —
Korzystajc ze schematu otrzymamy:

1
a) y=-
X



Zadanie 3 (do samodzielnego rozwyrania)
Narysuj wykres funkcji:

ek
ot

Temat 9 : Funkcja homograficzna.

Def.
oL bx+a , d .
Funkcg f:D - R dam wzorem f(x)= rd ,gdzie D=R/{— }nazywamy funkcj homogra-
CX c
ficzna ,gdy funkcja ta nie jest stat gdy ¢£0.
x-1
np. f(x)=—— D=R/{-1
p-10)="~ 1)

Uwaga:

1) Jesli c=0 to f(x)= X2 _BX*a_b 2 tem fjest funkejliniowa.

0Xx+d d d d
2) Jasli bx+a=kilex+d), to f)= X+ - Klex+d) _
cx+d cx+d
3) Funkcja y=§ jest szczegoblnym przypadkiem funkcji homografigzgdzie b=d=0 i
X
c=1.
Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. Aigrysowa jej wykres trzeba sprowa-
. : a
dzi¢ ja do postaci f(x)= +q
X=p

Zadanie 1.

Narysuj wykres funkcji:

f(x)= —— D=R/{-1}

X+1



Przeksztatcar wzor funkcji f(x) otrzymamy:
X x+1-1 x+1 -1 -1
f(x): = = + = +1
X+1 x+1 x+1 x+1 x+1
Korzystajc z odpowiedniego schematu #imny kolejno:

1
a) y=-—
X
b) G=[-1, 1]
Zadanie 2.

X—3
+2

Narysuj wykres funkcji :f(x)= 2
X

D=R/K-2}
Przeksztatcap wzor funkcji f(x) otrzymamy:
_ =2x-3_-2(x+2)+1_ 1
f(x)= = =
X+2 X+2 X+2
Korzystajc z odpowiedniego schematu iy kolejno:

1
a) y=—
X

b) G=[-2, -2]

¥

~

Zadanie 3 (do samodzielnego rozwyrania)

1) h(x)= 3xx+1
2) h(x)=_3X+4

X—2



Temat 10 :Wykresy funkcji z wartoscia bezwzgédna.

Zadanie 1.
Narysuj wykres funkcji f(x)32x + 4‘
2x+ 6
f(x)=|2x+ 4| _[x+2|_|x+3-1_|_ 1
2x+6| |[x+3] | x+3 | X+3
Korzystapc z odpowiedniego schematu #immy kolejno:
1
a) y=-—
X
b) d=[-3, 1]
¥
=[1- L1
L |1 ®+3
1
Y ¥
ofi
]
]
c) y=|- +
)Y ‘ 43 1\
Zadanie 2
X

Narysuj wykres funkcji f(x)

[x-1
Rozpatrujemy funkejf(x) dwa przypadki .

x-1=0 X-1<0
x=>1 x<1
y= X y= X
x—1 -(x-1
Xx-=1+1 1 - —(y— _ _
o = +1 y= X: (X 1)+ 1: 1—1
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x-1
1 1
a) y=— a) y=—
X X
b) G=[1,1] b) u=[1,-1]




-

]
=
=

|
1 %
|
[
|
[

Po pohkczeniu otrzymamy:

Temat 11 (dla pasjonatéw) :Ciato funkcji wymiernychi utamki proste .

Def.

Def.

Def.

Funkcp wymierm wzgledem ciata liczb zespolonych (rzeczywistych) nazywdomkcje
zmiennej zespolonej postaci f( l//_(zg ,gdzied(z) W(z) sa wielomianami wzgldem ciata
z

liczb zespolonych (rzeczywistych).Funkeyymierra f(z)= % nazywamy wiéciwa , gdy
z

stopier wielomianud(z) jest mniejszy od stopnia wielomiagz).Kazda funkcje wymierra
f(z) mazna przedstawiw postaci f(z):g(z)+%, gdzie g(z) jest wielomianem,-g%

z z
funkcja wymierm wiasciwa.
Utamkiem prostym wzgdem ciata liczb zespolonych nazywamy furkelymierra postaci

-, gdzie A, 2 3 liczbami zespolonymi, k Zdiczba naturaln. Kazda funkcje wy-

_A
(z-2)

mierm, wiasciwa f(z):% maozna przedstawiw postaci f(z)
z
Al A A A o
= +... 0+ L Lt +. 44— gdzie A”,..., A" . AP . AD
z-1z (z-2z)" z-z (z-2)" ? AT AL A AT

liczbami rzeczywistymi, ora@(z)= (z-z)"...(z- z)"

Utamkiem prostym | rodzaju wzgdem ciata liczb rzeczywistych nazywamy furkejy-

mierm postaciﬁ, gdzie A, X, s liczbami rzeczywistymi, Zak liczba naturaln.
zZ-X%,
. . : . Az+B :
Utamkiem prostym Il rodzaju nazywamy funkgostaci-—————-, gdzie A, B, p ,q®
(" + pz+q)

liczbami rzeczywistymi ip® —4q <0, a k jest liczh naturala. Kazda funkcje wymierm



wiasciwa wzgledem ciata liczb rzeczywistych f(z);% maozna przedstawijako sum
z

utamkow prostych 1 Il rodzaju, przy czym czynnikio(z - x )" z rozktadu funkcjip(z) na
czynniki o wspotczynnikach rzeczywistych odpowiadajtej sumie sktadniki

A +...+( A IR a czynnikowi(z® + p,z+q,)" odpowiadaj w tej sumie sktadniki
Z-X% zZ-%)"

Az+B, . . AZ*B
z’+pz+q, (P piZ+qi)ki
Zadanie 1.
Przedstawd funkcjc wymierm f(z)= le w postaci sumy utamkow prostych wadgm
Z —

ciata liczb zespolonych.
Rozwhzanie:
Rozktadamy mianownik funkcji f(z) na czynniki lin@ z* —1=(z-1)(z+1)(z-j)(z+j). Funk-

: : . A B C D :
cje f(z) przedstawiamy w postaci f(z)=— + + + - . W celu wyznaczenia

z-1 z+1 z-j z+]
wspotczynnikéw A, B, C, D korzystamy zAsamdci

4z A B C D
= + + +

-1 z-1 z+1 z-j z+j

Sprowadzamy praavstrorg rownasci do wspoélnego mianownika i porownujemy liczniki
4z= A(z+1)(z-))(z+))+B(z-1)(z-))(z+])+C(z-1)(z+1)(z+)D(z-1)(z+1)(z-])

Do réwnaci powzszej wstawiamy kolejno za z liczby 1, -1, j, -jtraymujemy
4=A2(1-j)(1+)), -4=B(-2)(-1-))(-1+)), 4j=C(-1)(+}(2j), -4j=D(-]-1)(-j+1)(-2j).Std

A=1, B=1, C=1, D=1.

Otrzymujemy rozktad funkcji f(z) na sunutamkow prostych f(z)= 1 + 1 + l,+ 1,
z-1 z+1 z-] z+]
4z 1 1 1 1
+ + +

Odp. = .
ST R e | z-j z+j

Zadanie 2

Przedstawi funkcje wymierm f(z)=

44i1 w postaci sumytamkéw prostych wzgtlem
y;
ciata liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie :

Rozktadamy mianownik funkcji f(z) na czynniki wzdem liczb rzeczywistych.

2* +1=( 2% ++/2z+1)(2% -2z +1) . Funkci: f(z) przedstawiamy w postaci

H2)= Az+B + Cz+D

22 +2z+1 Z2++2z+1
4z  Az+B N Cz+D

7' +1 2 +2z+1 Z2+2z+1

po doprowadzeniu prawej strony pawsyej rowndci do wspolnego mianownika i po po-

réwnaniu licznikdw mamy

47=(Az+B)(Z% =2z +1) + (Cz+ D)(z% +~/2z +1)

Po prawej stronie tej rowdo wykonujemy dziatania i grupujemy sktadniki wegtpotg

zmiennej z

47=(A+C) 2% + (B-v2A+ D ++/2C)z* + (A-+/2B+C ++/2D)z+ B+D

Poréwnujemy wspotczynniki przy jednakowych ggdch zmiennej z w wielomianach row-

nych tozsamdaciowo wedtug rowneci

[ A+C=0

. Otrzymujemy tasamda¢:




{ B-vV2A++/2C=0

DA-+/2 B+C++/2 D=4

| B+D=0

Po rozwizaniu uktadu rownaotrzymujemy A=0, B=+/2, C=0, D=2, a wic

_ 2 J2
f(z)= + :
22 +2z+1 Z2-2+1
4z _ N2 2
2+l 22 +42z41 Z2-2+1
Zadanie 3 (do samodzielnego rozyrzania)
Roztazy¢ funkcje wymierm f(z) na sum utamkow prostych wzgtlem ciata liczb zespolo-
nych.
22+2
f(z)=———
@) 2 +22+2
Zadanie 4 (do samodzielnego rozwyrania)
Przedstawd funkcje wymierm f(z) w postaci sumy wielomianu i utamkéw prostyehgle-
dem ciafa liczb rzeczywistych:
2?+z-1
f(z)=——
@ 2% -1

Odp



