WSTEP

Cztowiek od zawsze podpatrywat przyepdtarat s pozna jej sekrety. Nie dla samej tylko sa-
tysfakcji poznania; znajondé jej praw utatwiata mu pracnierzadko nawet unzbwiata istnienie. Co
wiedza przyrodnicza ma wspoélnego z matenmgyRrzyroda, natura to €aywego, dynamicznego,
zmiennego, matematykaszaydaje s¢ sucha, formalna, statyczna. Lecz u jej pedia pocatkdw
prawdziwie interesarego problemu matematycznego zazwyczaj jakies dobrze postawione, istotne
pytanie typu przyrodniczego, dotyce wiasnéci lub wielkaéci przedmiotu z otaczaggego naswiata.

Gdy w staraytnym Egipcie interesowanogsgjeometra, nie bylo to zainteresowanie czysto teo-
retyczne. Mana s¢ nawet spier&o to, czy w ogodle byto ono teoretyczne. Systenztgonvylewyzy-
ciodajnych wod Nilu i zwgzana z nimi konieczrgo ciagtego wymierzania gruntow stworzyty potrzeb
rozwoju umiegtnosci dokonywania pomiaréw ziemi.

Z drugiej strony, kada zorganizowana spoteczdpgdzie dobra materialne nie wystija w ob-
fitosci, narzuca konieczié ich liczenia. Tak wjc mierzenie i liczenie legto u podstaw naszej cipa
cji w sposOb dla nas zrozumiaty i powszechnie akweany. Rozumiemy wt, ze w dziedzinie mate-
matyki mieci si¢ teoria mierzenia i liczenia, ale czy tylko?

Przez wiele wiekéw, w zasadzig @o pocatku wieku XX tak widnie nieomal gdzono. Lecz mate-
matyka zawsze chciata dpomocna w badaniu wtassod interesujcych obiektow i na skutek tego z
rzadka ogranicza swoje rejony do liczb oraz dolasia zwhazkéw migdzy nimi.

Matematyka wicistym sensie zaczynagdiam, gdzie ju, formalnie rzecz biac, nie mowi st o
konkretnych przedmiotach. Poznawczazmgetap interpretacji i wyboru aksjomatow dokonsigew
naukach przyrodniczych. Tezyadt hipotezy z tych nauk, przyadrowuja czesto do matematyki w po-
staci wyabstrahowanych wiasmmowprowadzonych pef. Tutaj zostaj zaakceptowane jako tzw. ak-
sjomaty. Tak w np. w genialnym, zastanawaacaj dojrzatym wyktadzie geometrii zaprezentowanym
przez Euklidesa w jego “Elementach”, udoskonalomyrez wybitnego niemieckiego matematyka Da-
wida Hilberta, pierwotnymi pegiami s pojecia: punktu, prostej i ptaszczyzny. O tychqmwch wy-
powiada s pewne zdania zwane aksjomatami (pewnikami), a;pat ze zda tych wyprowadza giw
SposOb logicznie poprawny inne zdania, zwane taemami.

Wiek XIX byt okresem wspaniatego rozwoju fizyki coutowato w sposob pozytywny na
ogromny posfp w dziedzinie matematyki. Nowe fakty wykryte i perdzone eksperymentalnie wy-
magaty wytuskania swojej istoty, obudowania stospteora formalm, wyjasnienia zwazkéw logicz-
nych. W tym widnie miejscu zaczynagmatematyka jako naukgwa i spezysta, o wysokich wyma-
ganiach w zakresigistosci. Jej podstawowym walorem jest atiovo$¢ formalnego wyeigania wnio-
skow z wczéniej zaakceptowanych tez, wykrywania sprzeéznobteddw w naszych rozumowaniach.
W pocatku wieku XX matematycy poegli sobie zdawé sprave ze zmienionej funkcji uprawianej
przez siebie dyscypliny i gwattownego poszerzerigpsla

ich bada. Zaczta sk gruntow# opinia,ze nie tylko liczby i ich wiasnii leza w centrum zaintereso-
wania matematykow, alee gldwne miejsce we wspotczesnej matematyce zajpujcie zbioru i od-
wzorowania ize pogcie wkasndéci, w szczegolngi wkasndgci liczb, jest w swojej istocie niczym innym
jak pogciem zbioru. Dalej zauwano,ze pogcie to jest niezwykle ogdlne. Jego ogdiqavywotata w
poczatku naszego stulecia wiele przykrych refleksji uanaatykow o nieco bardziej filozoficznym na-
stawieniu. Okazato sjze pozostajc w nowo tworzonej teorii zbiorow na poziomie ddtgzasowej
scistosci dochodzimy do zdawewretrznie sprzecznych, ktére musielfinyy uzn za twierdzenia tej
teorii. Sytuacja oczywcie nie do zaakceptowania. Narzucita ona matematykanieczné¢ przeorania
od podstaw catej uprawianej przez nich nauki iassat przyczyra rozwoju logiki matematycznej oraz
stworzenia nowej zupetnie gat wiedzy zwanej podstawami matematyki.



ELEMENTY LOGIKI MATEMATYCZNEJ

def.

Zdaniem logicznym nazywamy wymnie, ktébremu mmna przyporzdkowa jedr z dwéch
ocen. Albo wyraenie jest prawdziwe, albo fatlszywe. prawdb falsz nazywamy warfoia logiczm
zda.

przyktad:

Niebo jest zielone. - zdanie logiczne o wéttdatszywej

Czy listonosz pogryzt psa? - przyktad zdania, ktdegjest zdaniem
logicznym, poniewanie mana mu porzdkowa prawdy, ani fatszu

Tres¢ zdania nie jest istotna. Abstrahojod niej ledziemy zdania oznaczanatymi literami alfabetu,
np.:p, g, r, s (zmienne zdaniowe).

Wartci¢ logiczm zdania oznaczamy:

1 - zdanie prawdziwe
0 - zdanie fatlszywe

def. (alternatywa-suma-zda

Jezeli dane § dwa zdania: p, q, to zdanie “p lub " nazywamerlatyws zdai p i q i zapisuje-
my symbolicznie: pq.

Wartcici logiczne zdania pq w zalenosci od wartdci logicznych zda p i q podanesgpodane w ta-
belce:

p q pvqg
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Alternatywa pv q jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy éhedno ze zdap, g jest prawdziwe.

def. (koniunkcja-iloczyn-zda)

Koniunkcp zdax p, g nazywamy zdanie “p i g” i zapisujemy symbatiie: p” g. Wartdci lo-
giczne zdania P g w zalenaosci od wartgci logicznych zda p, g podaneasw tabelce:

OO |F|T
o|lr|olr|a
o|lo|o|—|T

Koniunkcja p” q jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdapii q 8 prawdziwe.
def.(implikacja zda)



Ze zda p, g mana zbudowé&nowe zdanie postaci: ‘4eli p, to q”, ktére nazywamy implikagj
zapisujemy symbolicznie p => q. Zdanie p nazywawgrpednikiem, zdanie q ngphikiem. Tabela
logicznych wartéci implikacji jest nasfpujaca:

P9 [P=>9
1 (11
1 /0 |0
0 |1 ]1
0 |0 ]1

Implikacja jest wtedy i tylko wtedy fatszywa, gaj poprzednik jest prawdziwy, a ngshik fatszywy.
def.(rownowanos¢ zda)

Zdanie: “p wtedy i tylko wtedy, gdy q”, nazywamdwnowanoscia zdai p i g i zapisujemy
symbolicznie p<=>q.

Wartcici logiczne zdania p<=>qg przedstawia tabela:

P |9 |P<=>q
1 (11
1 /0 |0
0 (10
0 |0 ]1

Réwnowanos¢ p<=>q jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy zdap i g maj jednakowvy wartas¢
logiczra.
def.(negacja-zaprzeczenie-zdania)

J&li p jest zdaniem, to zdanie: “ nieprawdae,p” nazywa % negacj zdania p i oznaczane jest
symbolem ~p

P |~P
110
0 |1

Zaprzeczenie zdania prawdziwego jest zdaniem faigzyi odwrotnie: zaprzeczenie zdania falszywego
jest zdaniem prawdziwym.

Zwroty nieprawdacze, i, lub, jeeli...to, wtedy i tylko wtedy, gayvazywamy funktoramiPostuguc sk
funktorami maemy ze zmiennych zdaniowych twoézgw. wyrazenia rachunku zda

przyktad:

1) [(pva)=>q]l<=>p

2) [(p " a)=>(p<=>q)lvq

Wyrazenia rachunku zdaa z ktérych zawsze otrzymujemy zdania prawdziwealignie od wartéci
logicznych zmiennych zdaniowych, nazywamy prawaanhunku zda - tantiologami.

Do sprawdzenia, czy dane wyeaie jest prawem rachunku zZdatuwzy tzw. metoda 0-1 (zero-
jedynkowa). Polega ona na rozpatrzeniu wszystkigaddw wartdci logicznych zmiennych zdanio-
wych wystpujacych w danym wyrzeniu.

przyktad:

Sprawd, czy dane wyrzenia g prawem rachunku zda



a)p<=>~ (~ p)

wyrazenie jest prawem rachunku zda

b)(pva)<=>(qvp)

wyrazenie jest prawem rachunku zda

P [~P|~(=p) | p<=>~(~p
1 [0 |1 1
0o [1 Jo 1

P (9 [pvag |gvp |(Pva)<=>(qvp)
1 [1 [12 1 1
1 o |1 1 1
0 |1 |12 1 1
0 |o |o 0 1

o)l(p=>q) " (q=>r)]<=>(p=>r)

P 1A |1 | P=>q) G=>T|(p=>q)" (q=>n)|P=>T |[(p=>0)"
(g=>n]<=> (p=>1)
11 (1)1 1 1 1 1
1 ]1]0]1 0 0 0 1
1 |0(|1]0 1 0 1 0
O (1 (1|1 1 1 1 1
1 /0|00 1 0 0 1
0 (1 (0|1 0 0 1 0
0 |0 |11 1 1 1 1
0O [0 |0 |1 1 1 1 1
wyrazenie nie jest prawem rachunku ada
d)~(p=>q)<=>(p" ~q)
P |9 |p=>q] ~(p=>0)~q|p "~ q|~(p=>q)<=>(p" ~ q)
1 1 1 0 0|0 1
1 0 0 1 1|11 1
0 1 1 0 0|0 1
0 0 1 0 1|0 1
wyrazenie jest prawem rachunku zda
PRAWA LOGIKI:
Tw.(zasada wyiczonej sprzeczrigi)
Zadne zdanie nie jest jednoéa prawdziwe i falszywe. tj. ~(®~p)
Dowdd:
P |~PIp"~p | ~(p" ~p)
11010 1
0 |1]0 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.




Tw.(zasada wyicznegaosrodka)
Zdanie jest zawsze prawdziwe lub fatszywe; trea@liwosci nie ma.tj. p~p

Dowdd:
P |~P [ Pv—PpP
110 1
0 |1 1

Zatemtwierdzenigestprawdziwe

Podstawowereguty wnioskowania
Tw.(prawo odrywania)

J&li prawdziwa jest implikacja p=>q oraz jej poprzédp, to rownie nastpnik q jest praw-
dziwy.

Dowéd:

P 19 |P=>q
111

Zatemierdzenigestprawdziwe

Tw. (prawo przechodnigi implikaciji)

J&li prawdziwe g implikacje p=>q oraz q=>r, to rOwnig@rawdziwa jest implikacja p=>r.

Dowod

P A |r | P=>0] g=>T|(p=>q)" (q=>1)|P=>T |[(p=>q) "
(q=>r)
<=>(p=>r)

1 (111 1 1 1 1

0 [1]1]1 1 1 1 1

0 [o |11 1 1 1 1

0 [o |01 1 1 1 1

Zatemierdzenigestprawdziwe

Tw.(prawo kontrapozyciji)
Jali implikacja p=>q jest prawdziwa, to prawdziwatjedwniez implikacja ~g=>~p.

Dowéd
P |19 |P=>4| ~B~9[~9=>—P
1 11 |1 0|01
0 |1 |1 11011
0 (0 |1 11111

Zatemtwierdzenigestprawdziwe



Tw.(prawo podwdjnego przeczenia)
Zdanie i podwojne zaprzeczenie zdaniagt@pany wartas¢ logicz.

~(-p)<=>p

Dowod

p [~p | ~(=p)~(~p)<=>p

1 1|0 1 1

0 |1 0 1

Zatem twierdieejest prawdziwe.
Tw.

Zaprzeczeniem implikacji p=>q jest koniunkcja pd
~(p=>q)<=>(p " ~q)

Dow6d
P |d |p=>q| ~(p=>q)~q|p"~q | ~(p=>0)
<=>(p " ~0q)
111 (1 0 0O 1
1 |0 {0 1 1)1 1
0 [1 1 0 0O 1
0 |0 |1 0 1|0 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

Tw.(prawa de Morgana)

1)Zaprzeczenierkoniunkcjip ™ q jestalternatywazaprzeczeé tych zda, czyli zdanie~p v ~q
~(p " g)<=>(~p Vv ~q)

Dow6d
P {d |pq|l ~(P"a)| ~p~q|~pVv~q | ~(p"q<=>
(~pVv~q)
111 (1 0 0O|l0| O 1
1 |0 {0 1 0Ol1(1 1
0 (10 1 10| 1 1
0 |0 ]|O 1 1111 1

Zatemierdzenigestprawdziwe

2)Zaprzeczenienalternatywy p v gjestkoniunkcjazaprzecze tych zdaa.
~(pVvg)<=>(~p " ~q)



Dowdéd

P |q |pva| ~(pva)~p|~q|~p"~q | ~(pVvg)<=>(-p " ~q
101 |1 0 0/{0]0 1
110 |1 0 0/1]0 1
0 |11 0 1]0[0 1
0 |00 1 1]1]1 1

Zatem twierdieejest prawdziwe.

tamigtowka:

Od pewnego rozdea jedna droga prowadzi do wsi M, a druga do N. \Wikio na rozdro-
zu mieszkaj dwaj bracia. Jeden z nich jest prawdomowny, tipmaoym prawe i tylko prawd,
drugi z& jest klama, tj. méwiacym zawsze nieprawdDoszlémy do rozdraa i chcemy dalej
pojs¢ do wsi M. Na rozdrau nie ma jednak drogowskazu. Pojawiajeden z braci. Nie wiemy,
czy jest to ten, ktory mowi prawgdczy ten, ktory klamie. Nie ni@my oczywicie zapyté: “Ktora
droga prowadzi do wsi M?”, poniewatrzymamn odpowied mazna zinterpretow@na cztery spo-
soby. Jakie wic nalery zad#& pytanie?

FORMY ZDANIOWE ; KWANTYFIKATOR OGOLNY i ZDANIOWY

Forma zdania jest wytaniem zawieracym zmienn. Wyrazenie to staje sizdaniem, gdy w
miejsce zmiennej podstawimy nagwdpowiedniego przedmiotu, np.

1) n jest podzielne przez 5
2) x byt wybitnym poet

1) 8 jest podzielne przez 5 -0
2) Mickiewicz byt wybitnym poei -1

def.

Dziedziry formy zdaniowej nazywamy zbiér wszystkich przedidwe, majcych te wiasngxi, ze
otrzymujemy zdanie sensowne, po podstawieniu nggegdmiotu w miejsce zmiennej.

Dziedzim pierwszej formy jest zbidr liczb catkowitych, audiej zbiér imion i nazwisk.

def.

Mowimy, ze pewien element spetnia fogradaniows, gdy podstawiac w formie zdaniowej
nazw; tego elementu w miejsce zmiennej, otrzymamy zdaraevdziwe, np.:

n=10 spetnia pierwgzZforme zdaniowa.

Kazda forma zdaniowa wyznacza zbiér elementow, kipspetniag, np. forme zdaniowa 5/n spetnia
zbior A

A={n 0O C; 5/n}

A={..-10, -5, 0, 5, 10...}

Ogolnie formy zdaniowednziemy oznaczap(x), q(x), s(x), a zbidr elementow $petniagcych k-
dziemy oznaczali

A={x: p(x)}

przyktad



p(x): 1+x=2 A={1}
(x+1)(x-1)=0 A={-1, 1}

Wazna role w fomutowaniu definicji i twierdzé odgrywaj stowa:_istnieje i kady.

def.
Zwrot “dla kazdego x” nazywamy kwantyfikatorem ogélnym i oznacyé}n
Zwrot “istnieje takie x” nazywamy kwgfikatorem szczegdtowym i oznaczamy X
przyktad:
Dla kazdej liczby rzeczywistej zachodzi(x-1)(x+1)#10

(x-1)(x+1)+1= 0
xR

Istnieje takie xze zachodzi warunekx 5
v X< 5
X

Dla kazdej liczby rzeczywistej istnieje takie xg (x+1)(x+6)=4
XOR x (x+1)(x+6)=4
Zaprzeczenie zda z kwantyfikatorami:

~/\p(x)<=>\/ ~p(x) P ~p(x)
X X

X X



BUDOWA | DOWODZENIE TWIERDZE N

Twierdzenia matematyczne maja ogot postaimplikacji. Jeeli implikacja p=>q jest
twierdzeniem, to jej poprzednik p nazywamy zalmem, a nagpnik g tez.

przyktad

Jezeli n jest podzielne przez 6 - zaémie

to n jest podzielne przez3 - teza
6/n=>3/n

Jezeli implikacja p=>q jest twierdzeniem, to p nazymawarunkiem wystarczagym na
to, aby g a g_warunkiem koniecznym na to, aby p
przyktad:
6/n jest warunkiem wystarczazalym na to, aby 3/n
3/n jest warunkiem koniecznym na to, aby 6/n

def.
Dla danej implikacji p=>q, kt@rnazywamy progt implikacje g=>p nazywamy odwrot
~p=>~(q nazywamy przecivana implikacg ~q=>~p nazywamy przeciwstawn

Tw.
1) (p=>0)<=>(~q=>~p) 2) (g=>p)<=>p-q)
prosta przeciwstawna odwrotna przeciwna
Dowdd:
1)
P |9 | p=>q| ~p~q|~9=>~p | (pP=>Q)<=>(~q=>~D)
1 (1|1 0(0]1 1
1]/0]0 o(1]o0 1
0 |1 |1 101 1
0 |0 |1 111 1
2)
q [P | 9=>p| ~q~p|~pP=>~q | (g=>p)<=>(~p=>~Qq)
1 (1|1 0(0]1 1
11]/0]0 o(1]o0 1
0 |11 101 1
0 |0 |1 111 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

Zaleznoéci te mana zilustrowa tzw. kwadratem logicznym.

pP=>q q=>p

B

~p=>~q ~q=>~p
Przy wierzchotkach kwadratu paionych wzdta tych samych przeftnych umieszczoneasmpli-
kacje rownowane.




Kazde twierdzenie matematyczne must loglowodnione. Dowody matematyczne skiadaj
si¢ z prostych krokéw, polegajych na uznaniu pewnych zdaa prawdziwe (wnioskéw) w lo-
gicznej konsekwencji zdgpoprzednich (przestanek). Te elementarne ogniwaddw opieraj
si¢ na regutach wnioskowania (regutach dowodzeniagdea tych regut jest implikagcgwiazara
z pewnym prawem rachunku zdanp. prawu przechodnioi implikacji reguta dowodzenia, ktpr
symbolicznie zapisujemy:

pP=>q
g=* przestanki
p=>r wniosek
przykiad:
Zbadaj, czy dany schemat jest regdéwodzenia.
1p 2) p. 3)~q=>r
b=>q g=>p __=q=>~r
q q
1) [p " (p=>q)]=>9
Pl |p=>q pr(P=>0)| [p" (p=>q)]=>q
11111 1 1
1|10 (0 0 1
0|11 0 1
o(o|1 0 1

Schemat jest regudowodzenia.

2) p=>(9=>p)

q |9=

11
1
0

>p | p=>(g=>p)

0
1
0 |1 1
Schemat jest regudowodzenia.

p
1
1
1

OO | |T

3) [(~a=>n) " (-p=>~N)]=>q

q|r [~d|~g=>r|~r| ~g=>~r| (~g=>)" [(q=>r) ~
(=g=>-1) (~g=>-n]=>q

1(1]0 |1 0|1 1 1

1lo]o |1 1)1 1 1

ol1]1 |1 0|0 0 1

olo|1 |0 1)1 0 1

Schemat jest regudowodzenia.

Dowody apagogicznesa to dowody, przez sprowadzenie do niedorzesan@o sprzecz-
nosci). Metoda dowoddw apagogicznych polega na t@rzaprzeczamy twierdzeniu, ktére mamy
udowodné¢. Jezeli z zatazenia,ze twierdzenie jest fatszywe, wnioskujemy sprzeézntm tym
samym uznajemy;e twierdzenie jest prawdziwe. Dowody apagogiczaeie] nazywamy dowo-

dami nie wprost.
przyktad:

Udowodnij,ze liczbg” 3 jest liczbniewymiern,



Zaktadamyze Iiczb@/_ 3 jest liczbwymierm. Mozemy p wigc przedstawd w postaci nieskracal-
nego utamka. p
/ 30
q
p
3 =0
a
3q =P
Liczba3q, jest podzielna przez 3, zatem liczba pjest podzielna przez 3.
3lp=>p=3k
Podstawiajc, otrzymamy:
3q =9k
q. =3k
Liczba3k, jest podzielna przez 3, zatem liczba jest podzielna przez 3.
3/q P
Poniewa liczby p i q g podzielne przeztsam liczbe , utamek] jest skracalny.
q
Otrzymalimy sprzeczn& wynikajaca z zat@enia,ze utamek jest nieskracalny, zatem twierdzenie
pocztkowe jest prawdziwe.

ALGEBRA ZBIOROW

Zbiory oznaczamy diymi literami alfabetu (A, B, C), natomiast elemenbjoréw
matymi (a, b, c).
Zdanie “element a natg do zbioru A” zapisujemy: al A.
Zdanie “element a nie nakgdo zbioru A” zapisujemy: &l A.
Zbior pusty to zbidr, ktéry nie madnych elementéw i oznaczamy gal*.
Zbidr skaiczony to zbior, ktdry ma skazom liczbe elementow i piszemy A={a, b, c}

def. (rownas¢ zbiorow)

Dwa zbiory A i B g rowne (A= B), jeeli kazdy element zbioru A naky do B i kady
element zbioru B naky do A.

A=B<=> 7\ (xO A <=>x [ B)

przyktad:

def. (podzbiory)

Mowimy, ze zbiér A zawiera giw zbiorze B (jest podzbiorem zbioru B)zédi kazdy ele-
ment zbioru A jest elementem zbioru B i piszemyl 8.

ADB<=/\ (xOA=>x0B)
przyktad: X

B

B=1{1,2,3)

A={1,2}
OA AOB




Dla kazdego zbioru A: O OA i1 AOA
Jeli A OB i A #B, to A jest podzbiorem wéaiwym zbioru B.

DZIALANIA NA ZBIORACH
def. (suma zbiorow)

Sumy (zfaczeniem) zbioréw A i B nazywamy zbidér wszystkickrakentow, ktore naig do
zbioru A lub do zbioru B.

xOAOB<=>xUOAv xUUB

A B A =(1, 3, 5)
B={7 3,2}
AOB={1,2,3,5, 7}

def. (iloczyn zbioréw)

lloczynem (czscia wspolra) zbiorow A i B nazywamy zbior elementéw, ktéreetaldo
zbioru A i do zbioru B; piszemy A B.

XxXOAnNnB<==>xOAMXxUB

X A={1,3,5)
A B B={2,3,7)
An B={3}

def. (r6znica zbiorow)

Rd&znica zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich elementduagre naleéa do A i nie
naleza do B i zapisujemy A\B.

XxXOAB<=>xOA" x0OB

X
A B A=(1, 2, 3, 4}
B={2, 4,5, 6, 7, 39}
AB={1, 3}

def. (dopetnienie zbioru)
Jezeli przez X oznaczymy caprzestrze, to dopetnieniem A" zbioru A wzgdem
zbioru X nazywamy zbior okény wzorem: A'= X\A

X
A

przyktad:

A={x; x =22} B={x; x <5}
Wyznacz :




1) AOB 2) An(B\A) 3) AB'

A B
\ \
I 7 I 7
2 X 5 X
1) AOB
\
1 I 7 LR
2 5 X
2) An(B\A)
A
> X2
2 X
B\A
— > k<25>
2 5 X
A (BA)
— > ¥<25>
3)A\B’ 2 5 X
B
) xX>5
5 X
A\B
_ \ D<2,5>
7
2 5 X

ZBIORY | ZDANIA
Kazde dziatanie w rachunku zbioréw ma odpowiednik ehtanku zda i odwrotnie.
Sumie zbioréw odpowiada alternatywa ada tym sensieze ald A [ B wtedyi tylko wtedy, gdy
aldA lub adB).
lloczynowi zbiorow odpowiada koniunkcja zda
Zawieraniu s§ zbioru w zbiorze odpowiada implikacja zda
Réwnaici zbiorow odpowiada rownowaosé zdai.
Dopetnieniu zbioru do zbioru petnego (przestrzedipowiada negacja zdania.



PRAWA DZIALA N NA ZBIORACH

1) Przemienn& dodawania dwu zbiorow [AB=BA

Dowdd: (p v q) <=>(q Vv p)

plajpvagiqvp |(PVg<=>(QqVPp
1|11 1 1
1|01 1 1
0[1(1 1 1
0lo|o 0 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

2) Przemienn& mnazenia dwu zbiorow AB = BnA

Dowdd: (p * g)<=>(q " p)
plaip™g|g”p [(P"d<=>(q"p)
1(1(1 1 1
1{o|0 0 1
0[1]0 0 1
0lo]0 0 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

3)kaczna¢ sumy zbiorow
(AOB)OC = AO(BOC)

Dowdd: (pvq)vr<=>pv(qVvr)

plajripvg [(pvaVvr gvr |pv(qvni(pvgvr<=>pv(qVr)
1|1]1]1 1 1 1 1
1/1]0]1 1 1 1 1
1/0]1]1 1 1 1 1
0[1]1]1 1 1 1 1
0lo]1]0 1 1 1 1
0[1]0]1 1 1 1 1
1/0]0]1 1 0 1 1
olojo|o 0 0 0 1

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

4)kacznas¢ iloczynu zbioru
(AnB)n C =An(BNnC)

Dowéd: (prg)"r<=>p~"(q”"r

plajriprgl @ *ngrr [pr@”nNeragrr<=>pr (@t
1122 1 1 1 1
1(1]0]1 0 0 0 1
1{of1]0 0 0 0 1
o[1]1]0 0 1 0 1
olo|1]o0 0 0 0 1
o[1]o]o 0 0 0 1
1/olofo 0 0 0 1
olo]o]o 0 0 0 1




Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

5) Rozdzielné¢ mnazenia wzgédem dodawania

An(BOC)=(AnB)O(ANC)

Dowdd: p”*

qvn<=>@P"gv{E"n

plajr|qvr |p~(qvr)

p"rq

©

Nr

pr(Qvin<=>
E*qvEnrn

P rgvpnn)

1

o|lr|o|r|o|r]|~
olR|r|r|kr|Fk|~-
o|lo|o|o|r|r]|+

O|0|O0(O|O|r |-

OFR(O|O0|O0|FR| k|
OOC(O|FR|FP|Fk|O|F

0/0]0 0

0

OO0 |O0|0|Fr|O|F

ellellolilelieoll NI N
RlRRr|R|RPR|~

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

6) Rozdzieln&¢ dodawania wzghlem mnaenia AJ(BnC)=(A0B)n(AOC)

Dowdd: p v

qro)<=>pvag "(pvc)

plajclg”c |pv(g”c

pvq

pvec

pv(q”c)<=>
(pva)*(pve)

(pvag)*(pvece

1

o|lr|lo|r|olr|r
o|o|lo|r|o|lo|r
Rlo|lo|kr|kr|k|k

RlR|lolkr|kR|k|k

OFR(O|O0|O0|FR| k|
OO |FP|Fk|O|F

0/0]0 0

0

o|lrR|o|rR|kR|kR|Fk|F

olr|o|o|lr|r|k|~
N I

Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

7) Prawa de Morgana
(AOB)=A'nB’
(AnB)=A"00B"

(prawa te zostaty udowodnione wéage))
Zestawienieniektorych praw rachunku zbioréw i praw rachunku zdan:

ZBIORY ZDANIA
przemienné¢ sumy przemiennéé alternatywy
AOB=BOA (p Vv a)<=>(qVp)

AnB=BnA

przemienné¢ iloczynu

przemienné¢ koniunkciji
(P " a)<=>(q " p)

taczna¢ sumy

AD(BOC)=(AOB)OC

taczna¢ alternatywy
[pv(@ve)<=>[(pva)Vvc]

taczna¢ iloczynu

An(BNnC)=(AnB)nC

taczna¢ koniunkcji
[Pr(Q"o)]<=>[(p"a) " c]

prawa de Morgana
(AOB)'=A"'nB’
(AnB)'=A'0B’

prawa de Morgana
~(p " g)<=>~pVv ~q
~(p v g)<=>




ZADANIA:
1)Sprawd, czy wyraenie jest prawem rachunku zda
a)[(p=>q) v r]<=>~p
b)p v (q " N]=>~(p<=>T)
Ol(p v a)=>(p<=>q)] " q

2) Dane s funkcje zdaniowe o argumenciéliR
p(X) <=>x-3x+2>0 q(x) <=> x-4x<0
Czy prawdziwegzdania:

AN
a) x [p(x) " aq(x)] N/ [P(x) v a(x)]
b)/\ [P(X) v ax)] X
X

3) Wyznacz zbiory: AIB, AnB, A\B, B\A, A', B, ALl(B\A);
A={x; x[O<-2,50(5, 6)}
B={x;x-4=0

4) Udowodnij “nie wprost”ze Iiczba/_7 jest liczbniewymiern.

Rozwiazanie tamigtowki:
Nalezy na przyklad zadapytanie: “ktén drog; do wsi M wskazatby mi peski brat?”



