TRYGONOMETRIA

|. Funkcje trygonometryczne w tréigie prostoktnym

Def.
1)

2)
3)

4)

Niech tréjlkat ABC bedzie dowolnym trojgtem prostoktnym (patrz rysunek)

Sinusem Kkta a nazywamy stosunek diugm przyprostoktnej lezacej naprzeciw &ta a do
dtugasci przeciwprostoktne;.

Cosinusem §aa nazywamy stosunek diugm przyprostoktnej lezacej przy kcie a do
diugcici przeciwprostoktnej.

Tangensemdtaa nazywamy stosunek diugm przyprostoktnej lezacej naprzeciw &ta o
do dtugaci drugiej przyprostoine;.

Cotangensemdta o nazywamy stosunek diugm przyprostoktnej lezacej przy kcie a do
dtugdsci drugiej przyprostotne;.

Czyli funkcje trygonometryczneaka a wyraza skt wzorami:

sina

X
=Y cosa =%, tgazi,
r X

r

X
ctga = —.

Wartdsci funkcji trygonometrycznych waiejszych latéw:

a sina cosa tga ctqu
1 NE NE
30 2 2 i E
45° V2 V2 1 1
2 2
V3 1 J3
60" 2 F J3 3

Rozwigzywanie trojlatow polega na obliczaniu diugm wszystkich ich bokéw oraz wyzna-

czaniu miar ich tdéw. Przy rozwazywaniu trojlatow prostolgtnych korzystamy z:

1)
2)
3)

funkcji trygonometrycznych;

twierdzenia Pitagorasa;

twierdzenia o sumie miantow wewretrznych trojlkuta prostoktnego:
a+pB=90C

Przykifad:

W tréjkacie prostoktnym dane & kat a=60° i dtugas¢ boku a=/12 . Rozwhiz ten trojlat.
Dane:

a=V12=213

a =60



4 f3
A = B

Korzystajc z twierdzenia o sumie miagtidw wewretrznych tréjlata prostoktnego obli-
czamy mia¢ kata 3:

B=9C-a

B=9C -60 =3¢

Korzystajc z definicji funkcji trygonometrycznych trgjka prostoktnego obliczamy dtu-

gos¢ boku b:
tga:% i tga:tg60’:\/§
Czy|ib:i:a_\/§

J3 3
b:z*@f@:z

Korzystapc z twierdzenia Pitagorasa obliczamy digprzeciwprostoktnej c:
c=+a’+b?
c=y(12)?+22 =4

Odp. Dtugdci bokow w danym tréjkcie wynosz odpowiednio a=2/3, b=2, c=4 nato-
miast miary ktow 3¢, 60°, 9C°.

Zadanie 1.1.
W tréjkacie rownoramiennym ABC dane dlugas¢ ramienia 4 i diuge podstawy 4/2.
Rozwigz tréjkat.
Kreslimy szkic:

a=b=4 c=4/2
a=p CAD[E0,50ABE2+/2
Korzystapc z tw. Pitagorasa obliczamy h

h=y|AC” ~[AD]

h=2+2

Korzystajc z definicji funkcji tangens wyznaczamy waiddkata a (AABC)
t 0(—|CD| tgo=1

g | AD| g

Stad a=p=45°

Z twierdzenia o sumieakdw wewretrznych trojlata otrzymujemy:
y=18C-a-B; y=90°



Odp. Wartdci miar katow wewretrznych tréjlata wynosza odpowiednioo=45°,

=45°, y=90r.
Zadanie 1.2.
W rombie daneasbok dtugdci 10 i kat ostry 60. Oblicz dtugadc¢ przelkatnych i pole rombu.
O
P
o5 a
B
CAB[=OBC=OCDIEDAE10
a=60° 20A0[Fa  Z1BOCkb

W rombie przektne przecinaj sic pod katem prostym i dzigl na pét. Otrzymujemy zatem
cztery trojlaty przystajce.
Z definicji funkcji sinus obliczamy diugé [IOBLI

sinﬂ:@ BO=5
2 |AB

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtagaAOLL

|AQ =/|AB” -|BQ’ DAOLE5+/3

Obliczamy dtugéci przekatnych rombu:

a=2JA00  a=10V3

b=200BO  b=10

Ze wzoru na pole rombu otrzymujemy:

S=0,5abB  S=50/3

Odp. Przeltne rombu maj diugai¢ 10 i 1073, a jego pole wynosi 503 .

Zadanie 1.3.(tzw. DeSeR czyli zadanie Do Samodzielnego Rezania)
W tréjkacie réwnoramiennym dang dhugas¢ podstawy 10 i & przy podstawie 30 Oblicz
diugas¢ promienia kota wpisanego w tragki opisanego na trojkie.

Zadanie 1.4.(DeSer)
W tréjkacie prostoktnym dtuga¢ przeciwprostoktnej wynosi 8, a & ostry 20. Rozwaz
ten trojkat.

[l. Miara tukowa kta.
Niech dany bhdzie kit o wierzchotku O. Z punktu O jakwodka zakr&amy okmig o pro-
mieniu r. Czs$¢ wspOlmy okregu i kata nazywamy tukiem, na ktérym opiera Kt.

A

B

Zauwamy, ze stosunek diugei tuku, na ktérym oparty jestikdo promienia tego tuku dla
danego kta jest wielkdcia stah. Stosunek ten nazywanmyiar g tukowa kata.

Jednostk miary tukowej lgta jest radian (rad).

1 rad jest to miaragka opartego na tuku, ktorego didgadwna jest jego promieniowi.

Kat pelny oparty jest na tuku diugm 21, zatem jego miara tukowa wynosit2



Czyli 36 odpowiada #rad.
Analogicznie: 180 - T1rad

9¢ - “rad
2
6¢ - ’rad
3
1 - rad
18C
Przyktad
Oblicz miae tukowa katéw:
100- 104="
18C 18
37 - E’izsﬂ
18C 18C
Oblicz miae stopniova katow:
g 180[ﬁ 18°
n 18OD2— 240
15
Zadanie 2.1.

Z wierzchotka lgta a jako zesrodka zakrélono okig o promieniu r. Oblicz diugd tuku
AB, na ktérym opiera sikat o, mapc dara miare kataa w radianach i dtug@ promieniarr.
a) a=2;r=2
Obliczamy diugéc okreggu o promieniu r:
0=21r 0=41t
Uktadamy proporgj (dtugasé catego okegu odpowiada owi petnemu, diug& tuku AB
zas katowi o)
2n _4n
2 AB
Stad AB=4
Odp. Dluga¢ tuku AB wynosi 4.
b) (DeSeR)=1,5; r=5
c) (DeSeR)x=1;r=6

Zadanie 2.2.(DeSeR)
Wyznacz miat tukowa katow: 23, 123, 15C¢, 1998.

Zadanie 2.3.(DeSeR)

Oblicz miak stopniova katow: m 3—” i

8 ' 4 '199¢

I1l. Funkcje trygonometryczneaka skierowanego.

Def.
Katem skierowanym nazywamy upadkowary par potprostych o wspélnym pogtku.
Pierwsz z pétprostych nazywamy pogtkowym ramieniem #ta, drug koncowym ramie-
niem kata.



Def.

Przyjmujemy: jéli kat jest skierowany przeciwnie do ruchu wskazéwekaradgprzypadek
a), to jego miay przyjmujemy ze znakiem +, w przeciwnym wypadkwzgpadek b)ze zna-
kiem -.

przypadek a: przypadek b:

B

Niecha bedzie dowolnym ktem skierowanym w ukfadzie wspd&dnych takimze wierz-
chotek kta lezy w pocatku uktadu oraz ramipoczatkowe pokrywa si z dodatm pétosh
OX (patrz rysunek ponej).
¥
o= = = N Py)
|
Ly

LY 4

H

Na kaxcowym ramieniu kta obieramy dowolny punkt P 0y od wierzchotka.
Niech r oznacza odlegié punktu P od pocitku uktadu wspotrgdnych (odcinek r nazywa-
my promieniem wodgym).

r=0P; r=4x*+y’

Stosunki:?x,?y,l,i zaleza wytacznie od potaenia kaicowego ramieniadta, nie zalea

y X

za$ od wyboru punktu P. Wynika to z twierdzenia Talesa

Mozemy wic kazdemu ktowi skierowanemuw przyporadkowa kazdy z powy:szych sto-

sunkow, a przypoedkowania te bda funkcjami.

sina:X tga:X dlaxz0
r X
X

cosa:? ctgazf dlayz0
y

IV. Wartosci funkcji trygonometrycznych dla niektdrychtiw.

1. a=4%

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tgfgkrOwnoramiennego prostgkego:

X=y
=\ +y? =2x2 =x/2




nag=Y= X V2 tg 45= =1
Sin 45=== = 9
roxJ/2 2 X
_X_
cos 452X = X_ V2 ctg45’_y 1
r xz2 2
2. a=60°

a
sin 60’=D :E 5 1
a 2 cos 60==< =E
a
tg 60=1 =3 .
2 5 3
2 ctg 60=2 =2
h 3
3. Korzystamy z poprzedniego traga:
2 a
sin 30’=1=£ tg 30’:2:_3
a 2 h 3
h
cos 30:D=£ ctg 30:E=\/§
a 2 a
2

Tabela wartéci funkcji trygonometrycznych dla wybranychtéw:

a sina cosa tga ctga
1 3 3
30° 2 S i V3
45° V2 V2 1 1
2 2
73 1 73
o 2 3 V3 L
o0 1 0 nie istnieje 0
18C¢ 0 -1 0 nie istnieje|
270 -1 0 nie istnieje 0
0° 0 1 0 nie istnieje|
Zadanie 4.1.
Oblicz
V342
tg30° [tos45’ g3’ = 3 2 /3= 32

sin27¢° -1 6



[ sin45® - tg30°

b) (DeSeR) 130 [t0s90°

m
r COSs—

sinE B:O%ﬂ ’
4 6

c) (DeSeR)

sing [(— cosn)

V. Znaki funkcji trygonometrycznych.

Rozpatrugc w uktadzie wspohnych r@ne kaicowe potaenia ramienia #a skierowane-

go maemy zauwayg, ze:

a) sl al (O,g) , tzn. jest ktem¢wiartki pierwszej, wowczas znaki wszystkich funkcji

trygonometrycznychasdodatnie;

b) jesli O’D(g,ﬂ), tzn. jest ktem¢wiartki drugiej, wowczas jedynie funkcja sinus ¥z

muje wartdci dodatnie — warkei pozostatych funkcjisujemne;

c)j&sli a (n,%z) , tzn. jest ktem trzeciegwiartki, to funkcje tangens i cotangens przyj-

muja wartasci dodatnie, a sinus i cosinus ujemne;

d) jesli a0 (3772 ,27T) , tzn. jest gtem ¢wiartki czwartej, to jedynie funkcja cosinus przyjja

wartasci dodatnie — wart@i pozostatych funkcjigsujemne.

Powyzsze ilustruje tabelka:

a | ¢wiartka | Iléwiartka | 1l ¢wiartka | 1V ¢wiartka
sina + + - -
cosa + - - +

tga + - + -
ctga + - + -

VI. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego sameagtak

Tw. (tzw. jedynka trygonometryczna)
Dla dowolnego ita a zachodzi:

sinag+cosa =1

Dowad:
Z okredlenia funkcji trygonometrycznych:
] 2 2 2 + 2 2
S|n2a+cosza:y—2+x—2:¥:r—2:1
re r r r
C.N.D
Tw.
Dla dowolnego &ta a (dla ktérego lewe i prawe strony rownania gregns) zachodzi:
sina
1) tga=
cosa
2) ctga= cosa

sina




5) tga [kctgo=1
Dowod:
z okre&lenia funkcji trygonometrycznych:
NG Yl -Yoyga C.N.D.
cosa r X X
2) j.w.

H—=—=== tga C.N.D.

4) j.w.

5) tgaletga = Gzzl C.N.D.
X

Przyktad:

Wyznaczy wartgci pozostatych funkcji trygonometrycznychtéa jesli: sina= % [

aD(g,ﬂ).

a) Korzystapc z ,jedynki trygonometrycznej” wyznaczamy cos
cosa=1-sin"a

cos’ a :1—(1)2 -3
2 4
stad cong O cosx=-§

/3

Poniewa a jest latem ¢wiartki drugiej, zatem 0082-7.

b) Korzystapc z tw.(1) wyznaczamy tg

sina
tga=

cosa
tga_l Elg = ﬁ

2 J3 3
c) Korzystapc z tw.(4) wyznaczamy ctg
Ctgq:i

tga

3
ctgu=10{-—=) = /3
go=1[{ \/g)

Odp. Wartdci pozostatych funkcji trygonometrycznycht& a wynosz odpowiednio:
cow=-§, tgu=-§, ctgx=-\/§.

Zadanie 6.1.(DeSeR)
Znajdz wartdsci pozostatych funkcji trygonometrycznychté o wiedzc, ze:
a) coxu=0,5 al(rm2mn)
b) ctgo=1 al<0,>



c) tga=0,5 al<0,5l,5m>

Zadanie 6.2.
Oblicz
—in?
a) Sinx'*'\/m:SinX'f'\/C?ij—coszx:Sinx+\/CO§X(.128|n X) —
sin® x sin® x

. cos'x . COS X sin®Xx+cos X 1
sinx+,[— = sinx+ = =

sin® x sinx sinX sinx
b) (DeSeR)\/sin2 x [{1+ ctgx) + cos” x [{1+ tg X)

VIl. Wzory redukcyjne:

1. Uogdlnienie paojcia kata.

[+

~
B

Dotychczas bradmy pod uwag katy w zakresie od Odo 360, tj. takimi, dla ktérych rangi
koncowe wykonato co najwagj jeden obrot. Wyobtany sobie jednak;e ramé koncowe
wykonato wecej niz jeden obrot (np. trzy) | jeszcze obrot o jakit a (np.a=45°). Powie-
my wtedy,ze suma miar wszystkich zaklenych katow wynosi:

3360 + 45 = 1125

Mozemy wic mowk o katach wikszych ni kat peiny.

Zauwamy, ze kady kat B mazemy zapis&w postaci:
B=a+k[B60 , gdzie KC,all <0°, 360)
B=a+ 2kt , gdzie kI C,all<0, 2m)

Przykfad:

Tw.

Nastpujaca liczbe stopni ktowych przedstawiw postaci K360°+a.
435 = 136C° + 75

1357 = 3360° + 277

-685° = -2360C° + 35

-108C = -3B360° + ®

2. Okresowac funkcji trygonometrycznych.
Kazdej liczbie3 stopni latowych przyporzdkowalismy kat a taki, ze 3 = ki36(°+a. Za-
uwazmy tez, ze:

sin (K360 +a) = sina
cos (k360 +a) = cosa
tg (k360 +a) = tga

ctg (K360 +a) = ctga

Whioskujemy sid, ze funkcje trygonometryczne sunkcjami okresowymi. Wzory z po-

wyzszego twierdzenia nazywagic wzorami redukcyjnymi gdypozwalaj redukowa obli-
czenia funkcji dowolnej liczby stopnatowych do obliczania funkcjidtdéw zawartych po-
migdzy O a 360. Dalsze wzory redukcyjne pozwajagprowadzat wszelkie obliczenia do
katow pierwszegwiartki.



Tw.
Dla dowolnego kta a zachodzi:
a) sin (-a) = -sina
b) cos (&)= cosa
C) tg (-a) = -tga
d) ctg (<) = -ctgn
Dowod:
g e
_oE
PGy
Korzystamy z okréenia funkcji trygonometrycznych:
sin (a) = “Y-_Y = sina
r
X
cos (o) = . = cosa
tg (-a) = __y: —X: -tga
X X
ctg () :i = —1 = -ctga
y
Whiosek:
Funkcja cos jest parzystaszaozostate gnieparzyste.
Tw.
Dla dowolnego kta a zachodzi:
a) sin (904 = cosa
b) cos (90e) = sina
C) tg (90-a) = ctga
d) ctg (90@a) =tga
Dowad:
L R
P, y)
o ¥

3. Wzory redukcyjne.

Zauwamy, ze kaacowe ramiona &6w a i 90-0 s3 symetryczne wzgtlem dwusiecznejak
ta XOY. Obierajc punkt P (X,y) na kicowym ramieniu ktaa i punkt P’ o wspotrzdnych
(x’,y") na koncowym ramieniu kta 90« tak, abylIOPC=ELOP’CEr
x'=y. Korzystapc z definicji funkcji trygonometrycznych otrzymujem

a) sin (90«) :% =—=cosa

b) cos (90a) =— —Xz sina

, otrzymamy y'=x i



C) tg (90-0) =l, =X ctga
y
d) ctg (909) =X -Yo tga
y X
C.N.D.
Tw.
a) sin (90+#a) = cosa
b) cos (904) = -sina
C) tg (90+a) = -ctga
d) ctg (90+a) = -tga
Dowdd:
¥
P'(-y,)
O0Hof P oY)
0 X
X'=-y y'=X
a) sin (904a) =Y =X= cosa
rr
b) cos (90+) —% = _Ty =-sina
C) tg (90+40) ==~ =—= -ctga
d) ctg (904a) =— = i -tga
y X
C.N.D
Tw.
a) sin (180@) = sina
b) cos (180e) = -cosa
C) tg (1804) = -tga

ctg (180@) = -ctga




a) sin (180%) = -sina ) sin (270%) = -cosa

b) cos (180+) = -cosa )] cos (270#) = sina

C) tg (180+4) =tga k) tg (2704x) = -ctga

d) ctg (180%) = ctga )] ctg (270%) = -tga

e) sin (270@) = -cosa m)  sin (360&) = sin () = -sina
f) cos (270a) = -sina n) cos (360ea) = cos (e) = cosa
s)] tg (2704) = ctga 0) tg (3604) =tg (<) = -tga

h) ctg (270a) =tga p) ctg (360«) = ctg () = -ctga

Dowadd jest analogiczny do powszych.

Przykiad.
Oblicz:

cos(80 - a) $in(-a) Letg(—a —90°)
tg(540 +a) $in(a —180) [ig(—a)
Korzystamy ze wzorow redukcyjnych.

cos(80 - a) [sin(-a) Letg(-a —90°) _ (-cosa) [{—sina) Letg[- (90 +a)]
tg(540 +a) Bin(@ -180) Og(-a)  tg(360 +180 +a) Bin[-(180-a)] {-tga)
_ cosr [Sina dga __coxr [$ina dga _cosr _ cogy 0xr _ coga
tg@L80 +a)[-sin( 80 —a)]dg(-a) tga(-sina)(-tga) tga sing  sina
Zadanie 7.1.
Oblicz:

a) tg 10°[tg 2C°[tg 3C°[ig 4C[ig 50[ig 60[1g 70[tg 8C[1g 90=
=tg(9C*-80°)[fg(9Cr-70°) [y (9Cr-60°)[fg(90°-50°) Iy 5C° [y 6C° iy 7¢Iy 8C° [y 90°=
=ctg 80[ig 8C[rctg 70[tg 7CLLtg 60Ltg 6C(dtg 5C[tg 5C[tg 90=1
W przyktadzie tym korzystamy z wiasio tga [ctgo =1

b) (DeSeR)gSinlS_d) - 4c0s24@ +12sin600

3sin(-45’) — 2cos420)

sin® (2—77) [tosE)

31T

c) (DeSeR)
orr
tg(j) E3'[9(7)

Zadanie 7.2.
Przedstaw w najprostszej postaci

sin(@ -18¢) [tos@50 - a) _ sin@8d + a) [tosOd - a) _ sina _ 1
sinG4d +a) tos270 +a)  sin@l8CX +a) [kosO0’ +a) -sina

b) (DeSeR tg(18¢ — a) g(45CF + a)
sin@Q0-a) — cos( 80+ a)

VIll. Tozsamdci trygonometryczne.

Tozsamda¢ trygonometryczna jest to rowftozawierajca zmienne wyspujace pod zna-
kami funkcji trygonometrycznych, prawdziwa dla wstich wartdci (z wyjatkiem co naj-
wyzej tych, dla ktérych wyraenia wys¢pujace w rowndci traa sens).



Aby udowodné tozsamd¢ poddajemy przeksztatceniom jedre stron (korzystag z od-
powiednich wzoréw) i staramyesdoprowadzi ja do postaci, ktéGrma druga strona. Moa
tez kazda z obu stron przeksztaécoddzielnie tak, aby obie strony doprowa&d2o tej samej

postaci.
Przykfad.
Sprawd tozsamdc:
1-sin®a 5
=ctg°a
1-cos’a J

Korzystamy z twierdzefunkcjach trygonometrycznych tego samegtak
_1-sina _cofa (cosa)’ _ .,

= =——=—=|= =ctg°a
1-cosa sinfa \sina

Tozsamd¢ jest prawdziwa.

L

Zadanie 8.1.
Sprawd tozsamacé
sinx +1+ cosx _ 2
1+cos  sinx Sinx
L= sinx__ 1+cosx _ Sin®x+1+2cosx+cosx _ 2(1+cosx) _ 2
1+cosx  sinx (L+ cosx)(sinx) @1+cosx)(sinx) sinx
Odp. Tazsamd¢ jest prawdziwa.

b) cos x+sin® x =1- 2sin® x [€0S X
L=cog x+sin' x = (1-sin’ X)cog x + (L— cog X)sin’ x = cos X + Sirf X — 2sir? x[¢os x =
=1- 2sin® x[&oS x =P.
Odp. Tazsamd¢ jest prawdziwa.

C) (DeSeR)M =tgxdgy
ctgx +ctgy

1-tg® x

d) (DeSeR)1-2sin’x = .
1+tg°x

1
sinX — cosx

e) (DeSeR)(_i +

(sinx +cosx) = 2+
Sinx  cosx

IX. Wykresy funkcji trygonometrycznych.

1) Koto trygonometryczne.
Nakreslmy na ptaszczinie okiag osrodku w punkcie O i promieniu r=1. Poprowaty dwie
styczne do tego okgu: styczm | przez punkt P. przegia okkegu z osi OX w dodatniej cgsci
I styczmy Il przez punkt Q przeetia okegu z osa OY. Niecha bedzie dowolnym ktem skie-
rowanym. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.



Q‘s"
K
;
ol
o AP .
- M -
sina=M=M=|7§,\;|| tga—|AM|(D)|PT| |p-|-| |T|
1 - r -
[oM| OA [oR
oA _|0# OFaloK| _[oK| _ -
g -
cosa =14 %4 - o4 cga- -6
Y r M- M-
[om PT [0g

(*) trojkaty OAM, OQK, OPT g podobne

2) Przebieg funkgciji sinus.

-
a) Ze zmian wektoraAM w kole trygonometrycznym odczytujemy przebieg ftjnkinus:
* jesli a rosnie od 0 do 90 to sim jest dodatni i rénie od O do 1,
» jesli a rosnie od 90 do 180 to sim jest dodatni i maleje od 1 do O;
» jesli a rosnie od 180 do 270 to siro jest ujemny i maleje od 0 do -1;
* jesli a rosnie od 270 do 360 to sirx jest ujemny i rénie od -1 do O.
Pozwala nam to naszkicowavykres funkcji sitt w zakresie 6w od O do 360. Dla uzu-
petnienia wykresu skorzystamy z tege;
- funkcja sin jest okresowa;
- funkcja sin jest nieparzysta;
Wykresem funkcji sin jest sinusoida. Akyrjakreli¢, odcinamy na osi OX miaryakow i w
otrzymanych punktach tej osi zaczepiamy wektorysfmpadte, ktérych miary rownggic

[
wartasci funkcji sin (wektoraAM ). Pamgtamy,ze na osi OX meemy stosowardzne jed-
nostki (miara tukowa lub stopniowa).
Jednostk na osi OY przyjmujemy rownpromieniowi kota trygonometrycznego. bt

-
wtedy wektory AM wprost ,wyjmowa” z kota i ,rozstawi&” na osi OX. Linia 4czaca
konce tych wektorow jest wykresem funkcji sinus.

b) Konstrukcja sinusoidy
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Korzystapc z wtasnéci funkcji sinus uzupetniamy jej wykres.

! 1 Yy =5i el

-0 o a0 1= 2 360 4507 o

c) wiasnaci funkcji sinus:
- D=R;
- f(D)=<-1,1>;
- funkcja sinus jest okresowa ( TRR
- miejsca zerowe funkcji mapostd kg, kOC;
- funkcja sinus jest nieparzysta;
- funkcja jest przedzialami monotoniczna;

e rosmca w przedziatach postacig—+2kn, g+2kn);

* malepca w przedziatach postaC4"723(+2kn, 3% +2km).

3) W oparciu o koto trygonometryczne (analogiczniefstouujemy pozostate wykresy funkcji.
a) Wykres funkcji cosinus (cosinusoida).
Korzystamy ze wzoru sin(9@d=coxx



y=tg oL
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b) wiasndci funkcji cosinus:
- D=R;
- f(D)=<-1,1>;
- funkcja cosinus jest okresowa ( T2
- miejsca zerowe funkcji maposta g+kn kOC;
- funkcja cosinus jest parzysta,
- funkcja jest przedzialami monotoniczna;
* rosmca w przedziatach postacig-2krt, 2km);
* malepca w przedziatach postaci @k 1e+2km).
c) wykres funkcji tangens (tangensoida)
| |
/ |
|
|
|
|
|
|
|
1 I
|
|
|
S0P 0 45 orF 150F 2 oL
|
|
|
|
|
|
|
|

d) wtasndci funkcji tangens:

D=R;

f(D)=(-e0, +00) ;

funkcja cosinus jest okresowa (T
miejsca zerowe funkcji maposta ki, k[IC;
funkcja tangens jest nieparzysta;



funkcja jest rosiaca w przedziatach postacig—fkn , g+kn);

e) wykres funkcji cotangens (cotangensoida)

¥

y=ctg el

=00

/

180 270 oL

f) wkasnaci funkcji cotangens:

D=R;

f(D)=(-00,+00) ;

funkcja cosinus jest okresowa (T

miejsca zerowe funkcji maposta g+kn kOC;

funkcja tangens jest nieparzysta;
funkcja jest malejca w przedziatach postacirtk re+kr);

X. Przeksztalcanie wykresoéw funkcji trygonometrygaim

Przykfad:

Narysuj wykres funkcji f§)=sin(@+30°)+2
W tym przypadku pierwszym krokiem jest narysowamygresu funkcji g@)=sina. Wykres

ten

naley nastpnie przesus o wektoru =[-30°,2].

y=sin4H30°)+2

¥

C¥

‘J/
o or o
y=ginel




Zadanie 10.1.(DeSeR)
Narysuj wykresy funkciji:
a) f(x)=sin(x-m-1

b) f(x)= 2005%(x—7—;j —1‘

Xl. Réwnania trygonometryczne.

Réwnaniami trygonometrycznymi elementarnymi nazywadwnania postaci: sirel, cosu=l,
tga=l, ctga=I dla IOR, np. sim=0,5.

1) Rownanie postaci sirel mozemy rozwazat graficznie ,rozbijagc” je na dwa rownania:
y=sina i y=I.
y=sined

N LN v

0., 97 ntzv L2 \ L

Rozwigzaniami podstawowymi tego rownaniaces i o2. Wszystkie inne rozweania (tzw.
rozwiagzania ogolne) majposta a1+kB60° i a2+kB360° dla KIC.
Zauwamy, ze 02=18C-q1.
Stad rozwizania podstawowe tm1i 180°-a1, ogolne:a1+kB6C° i (180-a1)+k360°.
2) Jak wyej dla rownania cas=I:

y=Cosel

/TN JANIRT

/12\/34\

Rozwizania podstawoweis, a2

Rozwiazania ogélnea1+k360°, a2+k360°
aleoz= -01,stad

Rozwigzania podstawower1+k[360C°, -a1+k360°.

3) Dlatga=l:

1 1

/ ]
| I

I 1

| |

1 |

1 |
uEz: 0‘33:
I I

I |

I I

I I

| I

y=l

/

|
|
|
|
|
|
[
|
|
| y=tod
|

|

Rozwigzanie podstawower1



Rozwiazania ogolnea1+k[18C°

4) Dla ctgn=l:
W

Rozwigzanie podstawowet1
Rozwiazania ogoélnea1+k[18C°

Zbior rozwizan rowna elementarnych ilustruje tabelka:

sino=| co=| tga=I ctga=l

rozwiazania o1 o1 o1 o1
podstawowe: a2=18C-a 02=011
rozwiazania a1+k[B60° o1+k[B360° o1+k[18C° o1+k[18C°
ogodlne: (180°-01)+k[360° | -01+k[B6C°
Przyktad:

Rozwiz rownanie 2 cas=1

cox=0,5

Stad rozwihzaniem podstawowymaa1=60° [Ja2= -60°.
Rozwhkzania ogdlne majpostd a1=60°+k360° [ az= -60°+k[36CF .

Zadanie 11.1.
Rozwigz réwnanie:

a) 3sin-+/3 =sim

D=R

2sini=~/3
/3

sino=—

Stad odp. rozwazanie podstawowe 01=60° (] 02=12C
rozwiazania ogélne 01=60°+k[360° O 02=120°
1-sinx

b) ctgx-cosx=——
2sinx

D: sinxz0 = XZKTT

COSX _ cosx[sinx _ 1-sinx

sinx sinx 2sinx

2cosx[(l-sinx) _ 1-sinx

2sinx 2sinx

(L-sinx)(2cosx-1) _ 0

2sinx

Stad sinx=1 O cosx=0,5



x=0. 52k O :§+2kn 0 =-g+2kn

Odp. Rozwazaniem réwnania jest x=07%2krt [ x:§+2kn [ x:-g +2KTt

c) (DeSeR) sin x + cos x=1

d) (DeSeR)sinx+ cosx = ./tgX + ctgx

Xll. Nierébwnosci trygonometryczne.

Nieréwnaci trygonometryczne rozwzujemy w oparciu o wykres.

Przyktad
Rozwiz nierdwnd¢
sina < 0,5 dla a1<0°,360°>
Sporadzamy wykresy rownay=sina oraz y=0,5.

¥
1 W =Sl
y=%
=g 3E0°
g 150" ol

Rozwigzaniem §, zgodnie z dannierowndcia, punkty lezace na wykresie funkcji sinus i
jednoczénie lezace pod lub na prostej y=0,5.

Stad otrzymujemy rozwjzanie:

a<0°,30°>0<150,360°>

Odp. Rozwizaniem nierown€xi jesta[1<0°,30°>0<15C,360¢°>

Zadanie 12.1.
Rozwiz:
a) sin x > cos X
D=R
Sporadzamy rysunek
hf

Y=COS X
2o

' 045 X
y=sirn ¥
-1

Najprasciej méwic nierdwndg¢ jest spetniona dla tych x, dla ktérych wykres sianaj-
duje s¢ nad wykresem cosinus.afit

x(45°+k360°,225+k360%)

Odp. Rozwazaniem réwnania jest}(45°+k360°,225+k[360°).

b) co§x<1
2

D=R
Powyzsza nierownd¢ mazemy zapiséjako koniunkag wyrazen:



cosx<—2 U cosx>£
2 2
Sporadzamy szkic:
¥
2
/TN =E
/ N
}\L{BT EESD}J{ Y=C0S X
o 4% 215° %
\\._.r/ ':Ir:-"g
Stad x(45°+36(°[K,135°+360C°[K) O x(225°+36C°[K,315°+360C°[K)
czyli x(45°+18C°[K,135°+18C°[K)
Odp. Rozwazaniem réwnania jest¥(45°+18C°[R,135+18C[K).
c) (DeSeR)[sinX > g
d) (DeSeR)tg2x —ctg2x > 2

J3
e) (DeSeR) sinkosx>0, x1<0,2r>
f) (DeSeR) tg(1110-x)>tg(45)

XIIl. Funkcje cyklometryczne (kotowe).

1. Funkcja odwrotna

Def.
Niech f: X Y. Méwimy, ze funkcja g: Y- X jest odwrotna do funkcji f ji
x=g(y) = y=f(x)
bt
Wykresy funkcji wzajemnie odwrotnycla symetryczne wzgtlem prostej y=x, np.
¥
y=Fi)
y=
0 %
@
Tw.
Funkcja odwrotna do funkcji f istnieje wtedy i tglikvtedy, gdy funkcja f jest sdowarto-
sciowa i ,na”.
Przyktad:

Wyznacz funkaj odwrotry do danej.

a) f(x)=2x+3

Aby wyznaczy funkcje odwrotry nalezy doprowadzt wzér danej funkcji do postaci
x=ay+b, a nagpnie zamieri miejscami x i y.



Def.

y=2x+ 3

2x=y-3

X=3Y-3

g(x)=2x-3

Odp. Funkcj odwrotry do f(x)= 2x + 3 jest g(X)3 X - 5.
b) f(x)= x* dla X (0, +o)

y=x*

x= [y

g0)= x

Odp. Funkcj odwrotry do f(x)= x> jest g(x)=\/§.

Po zdefiniowaniu funkcji odwrotnej i sprawdzeniwzponu przyswojonej wiedzy na \igj
wymienionych przyktadach niemy przej¢ do zapoznania s funkcjami cyklometrycz-
nymi.

2. Funkcje cyklometryczne.

Rozpatrzmy funke y= sin x w przedziale <¢, 5 >. Jest ona thowartgciowa i ,na”
przedziat <-1, 1>. Istnieje zatem funkcja do nigywotna, okrélona na przedziale <-1, 1> i
,na” przedziat (5, 7). Funkcg ta nazywamy arcus sinus (arcus - tuk).

¥

ra=

¥

1
ﬁ»}{ R
y=arcsin ¥

% -1 ad i #

=1

gy
2

Podobnie okrdamy pozostate funkcje odwrotne do cos, tg, ctg .
Przypatrzmy si wykresom pozostatych funkcji cyklometrycznych:
by

¥

14
y=C0s K
i
] \‘ X y=arcons
_1.




y y=tgx

Pty

i

| Y y=cigx

]

Def.

l.y=arcsinx < x=siny 0 yd<-7, 3>

2.y=arccos x= x=cosy [0 yll<0,m™

3.y=arctgx <= x=tgy Oy O(7%, 3

4. y=arcctgx = x=ctgy 0Oy 0O(0, )

Sprawdmy pozyskaa w ramach tego tematu wiegnaa kilku trywialnych przyktadach.
Przyktad

a) Oblicz.

arcsing =% , poniewa sin%=3 i Z0<-%,%>

arccos 0=5 , poniewa cos’%: 0i50<0,>

arctg 1= , poniewa tg4=1i50(-%,%)

arcsin (cos%)= arcsin; = £ , poniewa sinf=3 i Z0<-%,%4> cos%=3

cos (2 arcsin 1)= cosl®)= cost= -1 arcsin 1=

b) Rozwiaz réwnanie.
- 3sinx+1=2
3sinx=1
sin x=1%
X= arcsinj

- arcsin X - arccos x =0
arcsin X = arccos x

Korzystajc z twierdzeniaze sin x = cos§ - x) piszemy :
arccos g - X) = arccos x

-X=X

=2X

Ny Ny



—i4
X=13

c) Wyznacz dziedzigfunkcji y= arcsini=%, przy czym funkcja sinus jest okltena na
przedziale <-1, 1>.

Zapiszmy powysz zaleznos¢ w postaci nieréwnii

xX=2
'1 S 1-3x S 1

Abysmy w ogole mogli mowd o takim utamku jego mianownik musibdyozny od ze-

ra, wicC po prostych obliczeniach, ktére pozostawiamy&mjtowi stwierdzamy,
D=R/{3}

Dopiero po takim zapisie niemy przysipi¢ do rozwiazywania zadania

1< 3% 0 sl

X2 +120 O *2-1<0

s >0 00 EE <0

21 >0 0O@m-3x)> O 23<0 OQ-3x)°

(1-3x)(-2x-1)= 0 [ (1-3x)(4x-3)< 0

Teraz naley zreasumowapowyzsze wyniki i przedstawije na rysunku (dla utatwie-
nia):

A
£ .

xO<-3,3> O X(-00, 5 >0<2 +00)
Std xO<-3,3>

Uwzgledniajac warunek %3

x0<-7,3

M

Odp. Dziedzia danej funkcji jest Ki<-3 ,3).

4. Wykaz, ze: arcsin x + arccos x
Niech X =COS Yy
Woéwczas zachodzi sirg(y) = cos y=x

Po prostych obliczeniach  arccos x=y | arc sinpxy
arc sin X + arc cos X -y +y
arc sin x + arc cos x 7
C.N.D

Zadanie 13.1(DeSeR)
Wyznacz funkaj odwrotry do danej:
a) f(x)=3x+5
b) f(a)=-5,5x+3

) g(q){—;|

Zadanie 13.2(DeSeR)
Narysuj wykres funkcji:
a) y=arcsin(x-1)+0,x
b) y=2Carctg(x-0,5)]



Zadanie 13.3(DeSeR)
Rozwhiz rownanie
cqsx _1
3sinx
b) 2tg(re+x)dos(-x)=k

XIV. Funkcje trygonometryczne sumy izdicy katbw

Nie zawsze mamy do czynienia z funkcjami trygonagozinymi jednego &a (np.a) .
Czesto musimy obliczg wartas¢ funkcji trygonometrycznej dla sumy lubzrdicy dwdéch
réznych katow (np.a i B). Aby obliczy¢ wartas¢ tak wyraonej sumy lub rénicy katdw mu-
simy skorzysté z twierdzé.

Tw.
Funkcje trygonometryczne sumy dwociidw wyrazaja sie wzorami:
1. sin (@+p)=sina codp + cosalsin3
2. cos @+p)= cosalgosf - sinalSin3
3. tg @+ B)= s

__ ctgactgs-1
4. Ctg (G+B)_ ctga+ctgB

Dowdéd:

Z trojkata ADC :
cosa= £ = h=b coxx
Z trojkata BDC :
cosp= 2 =h=acoP
Przypatrzmy si polu tréjkata ABC:
S=3absin (@+p)
Biorac pod uwag tréjkaty ADC oraz BDC maemy zapisé&
Sacp=S,= 3 b h sina
Secp=S,= 3 a h sinB
Zauwamy (z tatwdacia ), ze :
S=S + S,
Podstawiajc odpowiednie wyrzenia otrzymamy:
sab sin @+B)= 3 b h sina + 2 a h sinB
s a b sin @+B)= 3 b (a coP)sina + 3 a (b coxn)sin B
sabsin @+B)= 37a b coPB sina + 3 a b cou sinP
sabsin @+B)= z7ab (coP sina + cosasinB) [sab
sin (@ + ) = sina cosP + cosa sin
C.N.D
2. Korzystajc ze wzoréw redukcyjnych piszemy
cos @+p)=sin[90-@+pB)]=sin[(90-0)+(-B)]=sin(90-a)[dos({3)+cos(90a)Sin(f)=
=sinaléoP-cox(sinB
C.N.D
3. Korzystagc ze wzoru na tangengtk piszemy:



t9(0+B)= toxriz)
Podstawiajc otrzymamy :

sina cosB+ cow S

tg (O+B)= <o cop- sw sip
Dzielac licznik i mianownik otrzymanego utamka przez @@e®{3) uzyskamy nagpujaca
posta :

sina cosB cosa sinB
cosa coy cosa coB3

tg (G+B)= cosa coy sina sinf

cosa cog8  cosa cofB
" o = 190
sing _
** osp = 198
Podstawiajc za powysze wyraenia oraz reduka¢ wyrazenie w mianowniku uzyskujemy:

tg (+B)= 1

C.N.D
4. Korzystagc ze wzoru na cotangensté piszemy :

cos@+p3)

ctg (a+B)= Snwp)
Podstawiajc otrzymamy :

cosa coP- simr Sifp

Ctg (a+B)= Snacossr cos =i
Dzielac licznik i mianownik otrzymanego utamka przez ¢€8in3) uzyskamy nagpujaca
post& :

cosa c_osg _ 1
Ctg (G+B)= sina coxB + cosa sinB
sina sinf sina sinf
Dokonupc stosownych redukcji w mianowniku poggzego utamka uzyskujemy :
ctg (a+B)= Sopreor
C.N.D
Tw.
Funkcje trygonometryczne zoicy dwoch lgtow wyrazaja Sie wzorami :
1. sin(a—B)= sina cosP - cosa sin3
2. cos(a—p)= cosa cosP + sina sinB
3. 19 (a-B)= Tgms
4. ctg (a-P)= Torer
Dowad.
Aby udowodné powyzsze twierdzenia natg podstawt we wzorach na funkcje trygonome-
tryczne sumy3 w miejscef3, a nasipnie skorzystaz parzystéci lub nieparzystéci odpo-
wiedniej funkcji trygonometrycznej .
1. sin[a+(-B)]= sina cos (B) + sin (B) cosa=" sina cosp - sinP cosa
2. cos fa+(-B)]= cosa cos (B) - sina sin (f)=*cosa cosP + sina sinP
3. 19 [0+(-B)]= ooy = Thigmas
4. ctg [o+(-B)]= Siea-p = awap  C-N.D.
Przyktad

Na podstawie powaszych twierdzé dotyczicych funkcji trygonometrycznych sumy ix6
nicy katow sprobujmy rozwgzat kilka przyktadow.

! Sin ()= -sinp

2 Cos (B)= cos B)
*tg (B)= -tgB
“ctg ()= -ctgp



1. Oblicz.

a) c0S15=c0s(453-30°)=c0s458c0s30+sin45sin30="2 02 + 2 3 =6 .2 - Yoz
b) SiN75=sin(45+30°)=sin45c0s30+c0s43sin30="2 2 + 2 3 =6 4.2 - Yoz
¢) cosS TECoS( +Z)=cos? [BosZ-sinZ BinZ="2 32 -2 (L = 48 _J2 =Jor2

2. Wyznacz sing+p3) i cos@+f3), wiedzc, ze :

cosa= 2 dlaa 0(0,%), cosp= -2 dlap O(rt 2 m)

Korzystajc ze wzoru na jedyrkirygonometrycza
sinfa+cosa=1

Stosugc odpowiednie przeksztatcenia otrzymujemy :
sina=1-cog a

sin®a =1-3

sina =7
Poniewa a [ (0, Z) to sina = 2
sina = %

Stosujc analogicznie dladta 3 zapisujemy :
sinB+cosB=1
sinB=1-cogp
sinB=1-32
sin®B= 3
sinB =3 0 sin =-3

Podstawiajc za odpowiednie wargoi otrzymamy :
sin (@+f3)= sina cosP + cosa sin
sin @+B)= 2 -5 )+ (-3) -3)=-3 - =1
cos @B)=3 -5) - 5 -3)= -4 +¢=0
Odp. sin @+p)= -1, natomiast cosifp)=0

Zadanie 14.1(DeSeR)
Oblicz

a) tg 1>
b) ctg 105
c) sin 255

Zadanie 14.2(DeSeR)
Wyznacz cos{-p) wiedzc, ze sim=%, co$=0,25 orazu[1(0;0,5m), BLI(1,5rT2m).

Zadanie 14.3(DeSeR)
Wyznacz tg-y) jesli cos(8)=0,2 , ctg(1,5y)=5 oraz lty B i y sa katami ¢wiartki pierw-
szej.

XV. Funkcje trygonometryczne wielokrotém kata

Opracz funkceji trygonometrycznych sumy izrdcy katéw pojawiaj sie takze funkcje try-
gonometryczne wielokrotsoi kata. Aby rozwazat takie zadanie nie nemy zastosowa



poznanych dad metod. Musimy skorzysta twierdzé dotyczcych funkcji trygonome-
trycznych takich ktow.

Tw.
1. sin Z20= 2 sina cosa
2. cos = cos’ O - sin“a
3.1 20= %
4. ctg = °;9;;’;1

Dowdéd.

Aby udowodné przedstawione powgj twierdzenia naley rozpisa wyrazenie 2x na (+a)

1. sin 2= sin @+a)= sinda cosa + cosa sina= 2 sina cosa

C.N.D

2. C€Os &= cos (+a)= cosa cosa + sina sino= cos’ a - sina
C.N.D

tga +t 2t

3. tg 20=tg (O+0)= Ligags = —HZZG
C.N.D

4. Ctg 1= Clg (+0)= Ggragr = “zoge
C.N.D

Przyktad

Sprébujmy teraz na podstawie paxsygych wzorow przdedzic sposob rozwizywania za-
dan charakterystycznych dla tego tematu.
1. Wykaz, ze :
a) cos d=2cosa-1
Aby udowodné takie stwierdzenie natg rozpis& bardziej rozbudowanstrore rownasci, w
tym przypadku prawi transformujemyg w celu uzyskania postaci strony |
P.=2cog a-1=2co¢ a-(sin® a+cos’ a)=2¢cos” a-sin® a-cos’ 0=cos’ 0-sin® a=cos=L
b) cos=1-2 sir’ a
P.=1- 2 sifa=sin*a + cos a - 2 sin’ a= cos” a - sin” a= cos 2= L

2. Wyprowad wzor na:

a) sin A=

W celu wyprowadzenia wzoru na funkdfygonometrycza wielokrotngci kata naley po-
grupowa odpowiednie wyrazy.

sin 3= sin (2+a)= sin 2 cosa + cosAsina= 2 sinacocosy + (cos’ o - sin” a) Sino=
=2 sina cos’ o + cos’ a sina - sin® a= 3 sina cos’ a - sin® a= 3 sina (1 - sirf a) -sin® a=
=3 sina - 3 sin’ a- sin®a= 3 sina - 4 sin*a

3. Uzaleznij sin 2x oraz cos @ od funkcji tga.
a) sin Z]: 2 sinO( cosa= 25|n0{cosu — 2sina cosx

sin? a+cod a

Dzielac licznik i mianownik otrzymanego utamka przez tasotrzymamy :

2sinag coxr

cod a _ 2tga
sinza+co§a - tgza+1

coda  cofa

- 112 y— coa-sifa _ cosa-sifa
b) COS 21= COS" O - Sin® = SSATSe = LEa=sra
Dzielac licznik i mianownik przez otrzymanego utamka @rees” a otrzymamy

coda _ sinla

— 2
cofa cofa _ 1_tg a
sin’ a + coda tgza+1

coda  cofa




Dla zainteresowanych:

Wzory na funkcje sinus i cosinus wielokrofobkata x bardzo tatwo jest obliczkorzysta-
jac z liczb zespolonych. Pomocny nam przy tyd4ike wzér de Moirre’a:

(cosx +isinx)" = cosnx+isinnx

Gdy chcemy na przyktad znatewzo6r na sinus ptiokrotnaci kata x, podstawiamy:
(cosx +isinx)® = cos5x + i sin5x

Korzystapc dla utatwienia ze wzoru dwumianowego Newtonayotramy:

cos x +5i cos xsinx —10cos xsin” x —10 cos xsin’ x + 5cosxsin® X +iy® = cOHX +i Sin5x
Grupujemy wyrazy:

(cos x —10cos xsirt x + 5cosxsin’ X) +i (5¢c08 xsinx —10co$ XSirt x + y°) = coHx + i sin5x
Poniewa dwie liczby g sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy icheszi rzeczywiste i uro-
jone g takie same, zatem:

sin5x = 5cos' xsinx —10cos xsin® x + sin® x

cos5X = cos x —10cos’ xsin® x + 5cosxsin® x

Zadanie 15.1.(DeSeR)

Wyprowad: wzory na:

a) tg (4x)
b) cos (6x)

XVI. Sumy i r&gnice funkcji trygonometrycznych

Kolejnym tematem dotyezym funkcji trygonometrycznychasumy i r&nice funkciji try-
gonometrycznych. Réwnigprzy rozwihzywaniu zada dotyczicych tego tematu nie me-
my skorzysté z twierdzeé i sposobéw poznanych na wénjszych lekcjach. Musimy za-
tem skorzystaz twierdzé bezpdrednio dotyczcych interesujcego nas zagadnienia.

Tw.
Zaleznosci dotyczice sum i ranic funkcji trygonometrycznych okskja wzory :
1. sina + sinp= 2 sin%2 [tos %2
2. cosa + cosP= 2 cosE [tos 2
_ sin(@+p)
3. tg a+ tg B_ csor;:ws@
4. ctg o + ctgB= Sigang
Dowaod
1. Dla kazdej pary ktow a i B istniep takie Ui V,ze :
o= U+V
B=U-V
Sa nimi :
U_ a+f
- 2
V= ap
- 2

Podstawiajc zaa i 3 otrzymamy :
sina + sinP= sin (U+V) + sin (U-V)=sin U cos V + cos U sin#/sin U cos V - cos U sin
V=2 sin U cos V=

2 sin%f cosSE

C.N.D



Pozostate, tatwe do wyprowadzenia dowody, oparteonazszych relacjach pozastawiamy
czytelnikowi

Przyktad
Oblicz

Sin1% + sin 78=2 sin® cos % = 2 sin 45 cos 30= 202 32 = 2

Tw.
1. sina - sinp= 2 cos%E Bin 42
2. cosa - cosP= -2 sin 2/; Sin 5=
3.190 - t9B= corcep
4. ctga - ctgP= %
Ufajac inteligencji czytelnika, wierzymy,e udowadnianie powsgzych twierdz# bytoby
niepotrzebnym marnowaniem czasu, ktory gkszym paytkiem ma.e zosta przeznaczo-
ny na rozwazywanie problemow praktycznych zamieszczonych nekaego dziatu.
Przyktad
Oblicz
1
19 607 - 19 30= it = ko= L 5= 5= E

I\Jh—\

XVII. Rébwnania trygonometryczne (2)

Roéwnania trygonometryczne nieelementarne rezwemy przez sprowadzenie do rowina
elementarnych lub ich alternatywy.

Przyktad
1. Rozwigz

2sin(x3)=1

Podstawiamy: t=x%
2sint=1
sint=3
t, =% +2km O t, =Te§ + 2kt
X-3 =% +2Km O X-5 =Tk 5 +2KTt
X=7% Te 2Kt [ X=Tt+§ +2KT1

Odp. rozwizaniem réwnania jest x=re+2kit [ x=Te+ £ +2kTt

Zadanie 17.1.

Rozwigz réwnanie:

a) COS3X=COSX
D=R
Ze wzoru na cosinus trzykrotém kata otrzymujemy:
cos x — 3sin® X [0SX = COSX
cosx(cos x—3sin®x-1) =0
Stad:
cos x-3sin°x-1=0 a cosx=0



cos x+sinx-4sin*x-1=0
sinx=0
X=KTt O x=0,5r+kTT
Odp. Rozwizaniem réwnania jest x#k 51t
b) (DeSeR)3sinx = 2cos x
c) (DeSeR)sin® x+ cos x = g

d) (DeSeR) cosx-cos3x=sinx-sin3x
e) (DeSeR)sin’ x + sin® 2x = sin® 3x
f) (DeSeR) tgx+tgf-x)=2tga

Q) (DeSeR)tg(%T— xj -tgx=0

h) (DeSeR) tgx+tg2x=tg3x
) (DeSeR)sin’x+cosx= 1

XVIII. To zsamdci trygonometryczne (2).

Zadanie 18.1.
Sprawd tozsamaé
COSX—COS3X _  sin2x
sin3x-sinx  1-2sin?x
= COSX~ cos3x _ COSX — €OS X + 3sin” x [E0osx _ COSX D’L— cos x + 3sin® x _
Sin3x —sinx 3sinx —4sin® x — sinx sinx  3-4sin’x-1
_ COsX - 4sin® x _ 2sinx [tosx _ sin2x _
sinx 2-4sin®x  1-2sin’x  1-2sin®x
Odp. Tazsamd¢ jest prawdziwa.

b) (DeSeR) cos@ldosu-sindalSina=cos3[dosx

- c20
¢) (DeSeR)_ L 4 L _2c0sk-y) _ sin(x-y)
S|r]2 X S|r]2 y SN X EOSX S|n2 X Elnz y

d) (DeSeR)sin®x+ cog x = 1—§sin2 2X

XIX. Zadania ré@ne. (DeSeR)

Zadanie 19.1.
Rozwiz ukiad réwna:
1-tgx
9% = 1gy
a) {1+tgx
x—y =30
COSX + COSy = Q
b) 2
x+y=120
Zadanie 19.2.

Dla jakich wartdci a uktad rowna



sinxsiny = 1
4

COSXCcosy = a
ma rozwjzanie ?

Zadanie 19.3.
Wyznacz maksimum funkcji
y=SiNnX+CcosX
Zadanie 19.4.
Wykaz, ze jesli a+pB+y=Tt, to
sing +sing-siny _ ﬂ[tgﬁ
sing +sinf +siny 2 2

Zadanie 19.5.
Wykaz, ze jesli a+p3+y=0,5rt, to
B X

sinf +sin y —cosa = 4sin r_a sin—sin=-
4 2 2 2

Zadanie 19.6.
Oblicz bez pomocy tablic

1-4sin10®sin70°
2sin1C°




