ALGEBRA ZDARZE N

Podobnie jak inne dziaty matematyki np. geometdaahunek prawdopodolfistwa wychodzi z
pewnych paj¢ pierwotnych. Pajciem pierwotnym rachunku prawdopodaiséva jestzdarzenie
elementarng ktére oznaczamy literw. Zbior wszystkich zdarzeelementarnychdglziemy oznaczali
litera Q i nazywaliprzestrzenia zdarzen elementarnych
PRZYKLAD
1. Rzut monef

zdarzenie elementarne

=0

w =R Q={w wp}={0,R}
2. Rzut kostlg

w=1

Q={w w w o w w}={1,2,3,4,5,6}
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DEFINICJA Kazdy podzbidr zbioru zdaraeslementarnycl® nazywamy zdarzeniem w zbiorge
Zdarzenie oznaczamy gymi literami A, B, C.....

PRZYKLAD
Q={wn wp 3 0
A={w uyp

DEFINICJA Mowimy,ze zdarzenie elementarne w sprzyja zdarzeniu Al @4, jezeli w1 A

PRZYKLAD

Q={w w s, au}
A={w uyp

w Sprzyja zdarzeniu A

W, Nnie sprzyja zdarzeniu A

Kazde zdarzenie elementarne w sprzyja zdarzegdademu catym zbiorer®. Mowimy wtedy o
zdarzeniu pewnym

Zadne darzenie elementarne w nie sprzyja zdarzedicému zbiorem pustym. Mowimy wtedy o
zdarzeniu niemazliwym.

Na zdarzeniach elementarnych podobnie jak na atharazna wykonywa dziatania.
DEFINICJA Niech A i B lsda dowolnymi podzbiorami zbior zdarzé elementarnych.
- sumzdarzé A i B nazywamy zdarzenie[AB
- illoczynem zdarzeA i B nazywamy zdarzenie (AB
- roznica zdarzé A i B nazywamy zdarzenie A\B
- zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy ziaezA’ = Q\A

PRZYKLAD
Rozpatrzmy dwukrotny rzut kostkNiech:
A bedzie zdarzeniem: za drugim razem wypadtQosj oczek ni za pierwszym
B jest zdarzeniem: suma wyrzuconych oczek jesksvia od 7
C zdarzenie: za pierwszym razem wypadta liczbaystaz a za drugim nieparzysta.
Wyznacz zdarzenie: A, B, @, A’, B’, C’, ANB, A\B, B\A.
Q={(11)(22) (33) (44) (55) (6,6)
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)



(1,3) (2,3) (3.2) (4,2) (5.2) (6,2)
(1.4) (2,4) (3.4) (4,3) (5,3) (6,3)
(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5.4) (6,4)
(1,6) (2,6) (3,6) (4.6) (5.6) (6.5) }

A={(26) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3.4) (3,5) (3,6)

(4,5) (4,6)
(5.6) }

A={(11)(2,1) (2,2) (3,1) (3.2) (3,3)
(4,1) (4,2) (4.3) (4,4)
(5.1) (5.2) (5.3) (5.4) (5.5)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) }
B ={(2,6) (3,5) (3,6)
(4,4) (4,5) (4.,6)
(5.3) (5.4) (5.5) (5.6)
(6,2) (6,3) (6.:4) (6,5) (6,6) }

B'={(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2.1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
(3.1) (3.2) (3.3) (3.4)

(4.1) (4,2) (4.3)
(5.1) (5.2)
(6,1) }

C={(21)(2,3) (2,5) (4,1) (4.3)
(4,5) (6,1) (6,3) (6,5) }

C'={(11) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2.2) (2,4) (2,6)
(3.1) (3.2) (3,3) (3.4) (3.5) (3.6)
(4,2) (4,4) (4.6)
(5.1) (5.2) (5,3) (5.4) (5.5) (5.,6)
(6,2) (6.4) (6.6) }

ANB ={(2,6) (3,5) (3,6) (4,5) (4,6) (5,6) }

AB ={(1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,3) (2,4) (2,3) (3.4) }

B\A ={(4,4) (53) (54) (5.5)
(6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) }

STABILNO SC CZESTOSCI

Rachunek prawdopodoliigtwa zajmuje gianaliz praw radzacych zjawiskami przypadkowymi
tj. takimi, ktorych przebiegu (wyniku) nie mioa przewidzié. Dzieje s¢ tak dlategoze na przebieg
zjawiska losowego ma wptyw wiele przyczyn, z ktdryedynie czs¢ mazemy kontrolowa np. przy
rzucie monety: mdkos¢ obrotowa monety, sitrzutu, pady powietrza, spzystas¢ materiatu itp.

Méwimy, ze dwa déwiadczenia przebiegajv identycznych warunkach § gdlentyczne), jeeli
maja te same zbiory kontrolowanych przyczyn.

Wyniku dawiadczeé nazywamyzdarzeniami. Doswiadczenie, ktore m@my przeprowadzi
dowolnie wiele razy nazywamyowtarzalnym np. pomiar masy. Istnigjakie déwiadczenia
niepowtarzalne np. pomiar czasu paler@eowki.



Zjawiska polegaice na przeprowadzeniu (przebiegu}ejulosci tych samych dkwiadcze
nazywamyzjawiskami masowyminp. ruch castek gazu. Zjawiska masowe majvoje specyficzna
prawidtowdaci.

Jesli wérod N daéwiadczeh zdarzenie A zaszio n(A) razy, to liegb

nlA)
N

nazywamyzestoscia zdarzenia A
W zjawiskach masowych egtasci wyskpowania kadego zdarzenia maj¢ wiasnag, ze wraz ze
wzrostem liczby N wykazuajtendengi skupiania i dookota pewnej liczby, zataej od tego zdarzenia.

liczba rzutdw monety liczba pojawien czestoscé zdarzenia
N sie orla n{A) sigorla  n(A)
N
200 116 0,5800
300 153 0,5100
500 251 0,5020
1000 504 0,5040
2000 1002 0,5010
10000 4993 0,4993

WLASGBCI CZESTOSCI
Rozwamy dawiadczenie polegage na jednokrotnym rzucie kogtktore wykonamy N razy oraz :
N, razy zaszto zdarzenie A np. wypadto 5 oczek
N, zaszto zdarzenie B np. wypadio 1 oczko

o : ... h . n
Wtedy czestosc zdarzenia A wyniesie W’é‘, a zdarzenie B - TE

- = ;o - n
1. poniewaz n, = 0 czestosé spelnia warunek Tﬁ =0

2. poniewaz zdarzenie A i B wylaczaja sie ( AnB = &)
stad liczba pojawien sig zdarzenia AUB bedzie rowna
sumie czestosci zdarzen:

n,*ng_ Ny ng
N N N

3. poniewaz ( jestzdarzeniem pewnym, to zajdzie ono w kazdym z N doswiadczen.

Zatem n~=N. Wynika stad, ze czestosé zdarzenia pewnego jest rowna

Klasyczna definicja prawdopodobiaistwa

Prawdopodobigstwo jest teoretycznym odpowiednikiengstsci. Pierwsz definicje
prawdopodobigstwa wprowadzit Laplace.

Def.
Jezeli wszystkie zdarzenia elementaragesinakowo prawdopodobne, to prawdopododieo

kazdego zdarzenia jest ilorazem liczby zdareeementarnych sprzyggych zdarzeniu przez licgb
wszystkich zdaraeelementarnych.



n(4)

I
n- liczba zdarzé sprzyjagcych zdarzeniu A
N- liczba wszystkich zdarae

P(A)=

e

P(A) = N=0 n(d)=4

:::'II|.5E='II

Wiasnosci prawdopodobienstwa

PO)=0

PQ)=1

P(A) + P(A) = 1

P(ADB) = P(A) + P(B) — P(AB)
A 0B = P(A)< P(B)
ADQ=0<PA)<1

ogkwnpE

Przyktad 1.
Mamy 10 ksazek, wsrod ktorych g A, B. Ustawiamy je losowo na poétce. Jakie jest
prawdopodobigstwo,ze kshzki A i B beda staty obok siebie?
Q - zdarzenie polegge na losowym ustawieniu wszystkichd¢gk na pétce
0 =101
A — zdarzenie polegaje na ustawieniu ksgiek A i B obok siebie
( ksiazki te traktujemy jako jednale ustawion na dwa sposoby: AB i BA)

A =92

91-2 gI-2 _1

PA) 10! 91110 5
Zad. 1. W urnie g 3 kule biate i 7 czarnych. Losujemy bez zwrotuw8k Oblicz prawdopodobihstwo
zdarzenia A — wylosowano niemniegrfl czarne kule.
Zad. 2. W rzedzie jest 10 miejsc ponumerowanych od 1 do 1@da 10 ucznidw losuje 1 miejsce.
Jakie jest prawdopodoliistwo zdarzenia A — uczniowie Pawet i Gawel ngdabsiedzi€ obok siebie?
Zad. 3. Dwudziestoosobowa klasa (6 dziewotrzymata 5 biletéw do kina, ktére rozdzielono w
wyniku losowania. Jakie jest prawdopoddaisievo,ze bilety otrzymaty 3 dzieweza?

Aksjomatyczna definicja prawdopodobiaistwa

Def.

NiechQ bedzie skaiczonym zbiorem zdaraeslementarnych. Prawdopodolséwem nazywamy
funkcje, ktéra kademu elementowi A (Al Q) przyporadkowuie liczle P(A) spetniajca nastpujace
warunki (aksjomaty):

1. P(A)=20
2. PQ=1
3. jezeliAnB =0, to P(AOB) = P(A) + P(B)

Przyktad 1.

Wykaz, ze: P(A)=1-P(A)
zauwamy, ze A+A’=Q

wtedy: 1=PQ)=P(ALA")=P(A)+P(A’)



Przyktad 2.
Wykaz, ze:  P(1)=0
P)=1-P")=1-P(Q)=1-1=0

Zad. 1. Wykaz, ze:

0< P(Ax1
P(B\A)=P(B)-P(AnB)
P(AOB)=P(A)+P(B)- P(AB)
AOB=P(A)<P(B)
P(B\A)=P(B)-P(A)

AOB= P(B\A)= P(B)-P(A)
P(AnB)=1-P(A’OB’)
P(AOB)=1-P(A’'B")
P(AnB’)=P(A)-P(AnB’)

CoNoOhWNE

Zad. 2. Na loterii jest 10 losow, $w6d ktérych 1 wygrywa catstawle, 4 wygrywap po 1/3 stawki, a
pozostate s puste. Jakie jest prawdopodaisevo,ze kupuac jednoczénie 3 losy wygramy catstawle?
Zad. 3. Losujemy 1 liczb od 1 do 1000. Jakie jest prawdopodabte/o wylosowania liczby podzielnej
przez 5i 7 oraz prawdopodobstwo wylosowania liczby podzielnej przez 5 lub @rz€
Zad. 4. Przy okagtym stole posadzono 10 osokirad ktorych g osoby A i B. Jakie jest
prawdopodobigstwo, ze:

1. osoby A B lzda siedziaty obok siebie?

2. osoby A i B nie hda siedzialy obok siebie?

3. migdzy nimi keda siedziaty 2 osoby?

Prawdopodobieistwo warunkowe

Def.

PrAB) :% PEY=0

Wiasnosci prawdopodobienstwa warunkowego:
Prawdopodobigstwo warunkowe ma takie same $dmvosci jak prawdopodobigstwo
bezwarunkowe. Spetnia wszystkie 3 aksjomaty Hontgar

1. P(A\B)=0, P(B)2 0
2. PQ) =1
3. jezeli AnB =0 , to P(A\BIB) = P(A\B) + P(B)

Przyktad 1. W pewnej grze musimy odgaélrczy zaszto zdarzenie A — wypadta parzysta licatzsek w
jednym rzucie symetrycarkostk.

0=91,2345¢
A=q 246
A=4135F

Zatem:

P(A)=— P(A)) =

€1 €1
2 2

Bez wzgkdu na to, czy postawimy na A czy na A’ szang/grania § rowne. Czy szansa
wygrania wzrénie, gdy kupimy dodatkogwiadoma¢ o tym,ze zaszto zdarzenie B — liczba oczek jest
wigksza od trzech?



Jezeli wiemy, ze zdarzenie B zaszto, to zdarzeniu A sprayghya wyniki: 4, 6 ze zbioru B = 4,
5,6 mali{/ych \&ynikéw rzutu. PoniewaAnB= 4,6 ,pr dopo}lohﬁisiwo zdarzenia A, gdy
wiemy, ze zaszto zdarzenie B, jest rowne:

3

Podobnie mzna obliczy, ze prawdopodobiestwo zdarzenia A’, gdy wiemyg zaszto zdarzenie
B. Jest réwne 1/3. & wniosekze stawiagc na A zwekszamy dwa razy szanea wygranie. Zatem
optaca st kupi¢ wiadomda¢ o zagciu zdarzenia B.

paB)=—20E - 2
B

Zad. 1. Rzucamy kostkdo gry. Jakie jest prawdopodohstwo wyrzucenia nieparzystej liczby oczek,
jesli wiadomo, ze wypadty co najmniej 3 oczka?

Zad. 2. Z talii 52 kart losujemy kolejno dwie. Jakie jpsawdopodobigstwo,ze druga karta jest asem,
jesli wiadomo,ze pierwsza jest pikiem?

Prawdopodobiaistwo catkowite

Rozpatrzmy: A1 Q ; By, By, ..., B0 Q
B:OB,O..OBy=Q
B nBj=0 dlaiz]j

/\ P(B)=0

i=l,..n
P(A)=P(ANQ) =P(A N U B;=

=P( T ANB) =ﬁlp(m3,-j /\ P(ANBy) = P(AB)) - P(B)

i=1,..n

Pla) =élP(MB]-} -P(B}

Przyktad

W pierwszej urnies3 kule biate i 2 czarne, a w drugiej 2 biate iz&ame. Rzucamy kostldo gry. Jeeli
wyrzucona liczba oczek jest parzysta, to losujemyepdnej kuli z kadej urny, w przeciwnym razie
losujemy dwie kule z pierwszej urny. Oblicz prawddpbigistwo wylosowania dwoch kul o zaych
kolorach.

A — wylosowano kule rinych kolorow

B — w rzucie kostk wypadia liczba parzysta

C — w rzucie kostkwypadta liczba nieparzysta

P(A) =P[(Bn A) O (B'n A)] =P(B)[(P(A | B) + P(B)(P(A|B’) =

1
_3[33,22,35C
6155 556 (2

Zad. 1. Rzucamy kostk Jeli wypadm mniej niz 3 oczka, to wyeigamy kota z pierwszego worka, w
przeciwnym wypadku — z drugiego. W pierwszym wosk\B koty biate i 4 czarne, a w drugim 2 biate i 5
czarnych. Jakie jest prawdopodatstvo,ze wyckhgniemy czarnego kota?

Zad. 2. Wybieramy na chybit trafit liczbnatural od 1 do n, a nagbnie rzucamy n razy kostkOblicz
prawdopodobigstwo,ze wyrzucimy same szostki?

Zad. 3. Do urny zawierajcej n kul wrzucono biatkule. Oblicz prawdopodobiestwo wychgniecia biatej
kuli, jezeli wszystkie przypuszczenia co do pierwotnegodikiarny g jednakowo maliwe?



Niezaleznosé zdarzen

P(AAB)

P(AB) =5 T

Jezeli A nie zaley od B, to:

P(A\B) = P(4)
p(a)=PEANE)
PE)

P4y P(BI=P(ANEB)

Zad.l. Rzucamy 2 razy kosikZbadaj niezalienos¢ zdarzé:
1. na pierwszej kostce wypadty 4 oczka
2. suma oczek wyrzuconych jesteksza od 7.
Zad.2. Z talii 52 kart losujemy 1. Zbadaj niezahes¢ zdarzé:
1. wyciagnicto krola
2. wyciagnigto czerwon kart.
Zad. 3. Wykaz, ze jéli A i B sa niezalene oraz (A1B)=Q, to P(A)=1 lub P(B)=1.
Zad. 4. Wykaz, ze jezeli A1 B s niezalene, to zdarzenia:
1. A'iB saniezalene
2. A'iB’saniezalene.

Prawdopodobiaistwo geometryczne

Klasyczna definicja prawdopodoki&wa znajduje zastosowanie w takich sytuacjach zipityr zdarzeé
elementarnycl®2 w danym déwiadczeniu jest nieskazony, oraz gdy przez charaktesdoadczea
zagwarantowaneagednakowe szagszaistnienia dla kadlego ze zdarzeelementarnych zborQ.
Def.

Prawdopodobigstwo geometryczne zdarzenia A oitaeny jako iloraz miary zdarzenia A do

miary zdarzenid).
m(A)
m(£)
Miara prostej jest diug@, ptaszczyzny pole, a przestrzenigibgc.

P(4) =

Przyktad 1.

Dwie osoby X i Y umoOwity si na spotkanie w uméwionym miejscugtizy godz. 12:00 a 13:00 w ten
sposObze osoba, ktora przyjdzie pierwsza czeka jedynien2{ut, po czym odchodzi. Oblicz
prawdopodobigstwo tegoze osoby X i Y spotkajsie, jezeli kazda z nic przychodzi losowo w podanym
przedziale czasowym niezaitee od siebie.

Oznaczmy:

X — czas odpowiaday momentowi przybycia | osoby (X)

y - czas odpowiadagy momentowi przybycia Il osoby (Y)

| 23] <L
3 (20 minut = 1/3 godziny)
stad:

K-I?g y < K+1?



Obliczamy pole zaciemnionego obszaru :

N
2
3 :
obszar spotkania
1
3
1 — S
3 2
3
2
3
_ 3 _5
F=1- ET =5

Odp. Prawdopodobistwo spotkania wyno: 9

Przyktad 2.

Strzelec strzela do tarczy. Tagctanows dwa prostokty o wymiarach 1m na 2m, nachade
wzajemnie na siebie w potowie wiell@. Jezeli strzelec strzelat na chybit trafit i podanoonhacg, ze
kula tkwi w polu B, to prawdopodohistwo, ze trafit w pole A obliczamy bige pod uwag, ze
zdarzenie, kula tkwi w polu A jest rownowane zdarzeniwze kula tkwi w polu A B.

AnB
|| A B
L p ~
2
m(Q) — trafienie w tarcg B m@Q) = 2
m(A) — miara trafienia w przekr6j m(A)=1
P(A4) __mid) 1
m(y 2
Przyktad 3.

Strzelec strzela do tarczy. Oblicz prawdopodnsiwo trafienia wécisle okrelony punkt.
m(A) — miara zdarzeniag strzelec trafi vicisle okr&lony punkt tarczy
m(Q) — miara zdarzeniag strzelec trafi w tarez

m(A) =0

P(ﬁ}=$=0

pole punktu =0



Odp. Jeeli zero kedzie w liczniku, to prawdopodohistwo kxdzie réwne zero, chocianie jest wcale
niemazliwe trafienie w wybrany punkt.
Przyktad 4.
Strzelec strzela do tarczy:
- promien najwickszego ok¢gu p = 1m
- promien sredniego okggu r = 0,5m
- promier najmniejszego okgu 3 = 0,1m
Jakie jest prawdopodobliistwo strzatu za 3 punkty, a jakie strzatu za 2 pyhk
1. prawdopodobigstwo trafienia za 3 punkty
A — zdarzenie polegage na trafieniu za 3 punkty
Q - trafienie w tarcg
m(A) = 1trs” = 1(0,1)% = 0,01
m(Q) = nrl2 —m’=mn

|:: :I U].T[ [:],[:]1

2. prawdopodobiﬂstwo trafienia za 2 punkty
B- zdarzenie polegage na trafieniu za 2 punkty
Q - trafienie w tarcz
m(B) =Ttr,% - Ttrs” = 0,251- 0,041 = 0,241
m(Q) =1t

p) =227 _ 5

Zad. 1. Drut o diugdci a przeaito w dwdch miejscach. Jakie jest prawdopodiadti®o,ze z trzech
otrzymanych odcinkow otrzymamy traj?

Twierdzenie Bayesa

Dany jest uktad zupetny zdarzé, A, ..., A, oraz zdarzenie B okflene w tej samej przestrzeni
Q. Zdarzenie B zaszlo. Interesuje nas w tym przypgalewdopodobigstwo zdarzenia A(k=1, 2, ..., n).
Ak obliczamy na podstawie otrzymanet jaformacji o zajciu zdarzenia B.

Zagadnienie P(AB) nazywamyzagadnieniem BayesaZdarzenie A nazywamy przyczyn
zajcia zdarzenia B, ktore okilane jest take jako skutek. Wowczas, kiedy B zaszio ciekawi nas
prawdopodobigstwo,ze zdarzenie Abyto przyczyn zagcia zdarzenia B.

P(BnAi) = P(BYP(A\B) = P(B\ A)P(A)

P(A,B) = PlErdy) _ FP(B A P&
P(B) P(E)

P(B) =P(AnB + A;nB + ... + AnB)

Przyktad

W magazynie znajdajsie zarowki produkowane przez trzy zaktady produkcyjbaktad pierwszy
wyprodukowat 25%, zaktl drugi 35%, zé&zaktad trzeci40% ogolnej liczlwaréwek znajdujcych se w
magazynie. Na 10garéwek w pierwszym zakladzie trafigic dwie zepsute, w zaktadzie drugim —
cztery zepsute, zav zakhdzie trzecim — pi¢c zepsutych. Wybraimy losowo jedn zarowke, ktora jest
dobra. Jakie jest prawdopodoiséno,ze wyprodukowatg zaktad trzeci?

D — zdarzenie polegaje na wylosowaniuaréwki dobrej

Z1 — zdarzenie poleggje na wylosowaniaaréwki z zaktadu pierwszego

Z2 — zdarzenie poleggje na wylosowaniuarowki z zaktadu drugiego

Z3 - zdarzenie polegge na wylosowaniuarowki z zaktadu trzeciego

Z3 | D — wylosowanaaréwka pochodzi z zaktadu trzeciego pod warunkienjest dobra

Wiedzc, ze: P(D) =P(D | 9 [(P(4) + P(D | 2) (P(&) + P(D | &) [(P(&%) =



_ 98 25 9% 35 95 . 40
100 700 " 100 100 * 100 ~ 100

Prawdopodobi@stwo zdarzenia Z] D wyznaczamy ze wzoru:

P(Z;~D) PO |Z9)-P(Z3)

S R ) IS 1%y
P(Z3| D)= —oo9-

Zad. 1. Pewna choroba wygtije u 1% ludnéci. Przygotowano test do jej wykrycia. Test dajeniky
pozytywny u 98% chorych i 5% zdrowych. Wybrano lwssok i jej test dat wynik pozytywny. Oblicz
prawdopodobigstwo,ze ta osoba jest chora.

Zad. 2. Opisany waej test zostat ulepszony tak, aby tylko 0,1% osidowych miato wynik pozytywny.
Oblicz prawdopodobiestwo,ze losowo wybrana osoba jest chordli jeest wypadt pozytywnie.

Schemat Bernoulliego

Wsrdd dawiadcze wieloetapowych szczegoélne miejsce zajrtaj ktdre polegajna n- krotnym
powtorzeniu, w tych samych warunkach i niezale od siebie, daviadczenia czstkowego kéaczacego
si¢ jednym z dwu maiwych wynikow. Jeden z tych wynikow nazywamy sukem, a drugi - povka.
Kazde takie cgstkowe déwiadczenie nazywamy prtBernoulliego, natomiast n- etapowe
doswiadczenie — schematem Bernoulliego.

Przyktad 1.

Rozpatrzmy trzykrotny rzut niesymetryegzmones, w ktorej orzet wypada dwa razyesziej niz reszka.
Zbudujmy model probabilistyczny tego&dadczenia.

Zbior zdarzé elementarnych:

Qz{z(OOO) (O,0,R), (O,R,0), (R,0,0), (R,R,(”,0,R), (O,R,R), (RRR}
drzewko prawdopodobistwa
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Prawdopodobi@stwo poszczegdlnych zdarze
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Niech k oznacza liczbresztek.
Wtedy 3-k oznacza liczbortow.
Zauwamy, ze prawdopodohistwo pojedynczego zdarzenialQ jest rowne:

L ik
<3

Wz0r ten przypisuje prawdopodohswo tym zdarzeniom, w ktérych reszka ( R ) wpsie

doktadnie k razy.
Jest ich tyle, na ile sposobéw ma rozmiéci¢ k wyrazow R na 3 miejscach, aqwityle, ile k-
elementowych kombinacji zbioru 3-elementowego, tj.
E;
'

Zastpuijac liczbe 3 dowolry liczba naturalm n i prawdopodobigstwo sukcesu (tj. wypadstia
reszki) przez p oraz poiia (tj. wypadnkcia orta) przez g, otrzymamy:

Tw.
W schemacie n- préb Bernoulliego prawdopodasii@o otrzymania doktadnie Uksesow
wyraza sk wzorem:

n k  nk

Pu(k) ={k Beg

Przyktad 1.
Rzucamy 5 razy symetryczikostky. Jakie jest prawdopodoligtwo,ze széstka wypadnie doktadnie 3
razy?

Mamy do czynienia ze schematemaqui prob Bernoulliego, gdzie sukcesem jest wypatai
szostki.



P =%— n=>s
a=7 k=3
Niech A oznacza zdarzenies doktadnie 3 razy w 5 rzutach kostkypadnie szostka.

Na mocy twierdzenia:
3 2
puz= 2 2] | g L 23

Zad. 1. Z talii 24 kart losujemy 4 karty po jednej, za#tgm razem zwraca¢ wylosowan kart do talii.
Oblicz prawdopodobiestwo wylosowania:

1. 4 razy karty czerwone;j

2. 3razy figury

3. 2razy trefla.
Zad. 2. W urnie jest 10 kul: 3 biate ii 7 czarnych. Lasuy 6 razy po jednej kuli, zwragajza kadym
razem wylosowankule do urny. Jakie jest prawdopodoisévo wylosowania kuli biatej 5 lub 6 razy?
Zad. 3. Co jest bardziej prawdopodobne w grze z rowgaimymi przeciwnikami: wygra3z4, czy 5z 8
partii?
Zad. 4. W schemacie n-préb Bernoulliego prawdopodadtieo zyskania sukcesu w 1 probie wynosi
p=1/3. Jakie musi l&yn, aby prawdopodohistwo uzyskania co najmniej jednego sukcesu przy n
prébach byto wiksze od 65/817?
Zad. 5. Kazda z trzech jednakowych urn zawiera 21 kul, w tybidtych. Z kadej urny wyciagamy
losowo 1 ku¢. Zbadd, dla jakich k prawdopodohistwo wycagnigcia doktadnie 2 kul biatych jest
najwicksze.
NAJBARDZIEJ PRAWDOPODOBNA LICZBA SUKCESOW W SCHEMA CIE
BERNOULLIEGO

Liczbe ko , dla ktorej R (ko) > P, (k) nazywamynajbardziej prawdopodobna liczba sukcesoww
schemacie Bernoulliego.
Tw.
1. Jezeli (n+1)pb nie jest liczh catkowity, to najbardziej prawdopododpticzbe sukceséw w
schemacie Bernoulliego jesteéz catkowita z tego iloczynu
k=1 (n+1)p]
2. jezeli (n+ 1)[p jest liczla catkowity, to
k=[(n+1)p-1 lub o= (n+1)p
Przyktady:
1. Prawdopodobisstwo trafienia do celu w jednym strzale wynosi J&ka jest najbardziej
prawdopodobna liczba trafiev serii 30 strzatéw?
p=0,9
N =30
(N+1)p=0,931=279
[(N+1) p]=[27,9] = 27
2. Ztalii 52 kart losujemy 5. Po jednej zwracagza kadym razem. Oblicz najbardziej
prawdopodobliczbe figur.
Najpierw obliczamy prawdopodohswo

_16
P(A) =2
N=5
_n. 16 _48 _ 24
N+1D)-p=6"7%5 =55 =73

Ma mocy twierdzenia

p] =24
[(¥+1)-p] =55 =1



Zad 1. Rzucamy 9 razy mongtlaka jest najbardziej prawdopodobna liczba wyosayich ortéw?
Zad 2. W I LO w Stupsku jest 627 uczniow. Jaka jegbaedziej prawdopodobna liczba uczniow
majcych urodziny w tym samym dniu?

Zmienna losowa, rozkiad i wartg¢ oczekiwana zmiennej losowej.

Def.

Zmienry losowa X nazywamy dowolna funkej ktora kasdemu zdarzeniu elementarneuQ
przyporadkowuije liczla rzeczywist, oznaczon przez X¢v).

Kazda liczbe X(w) nazywamywartoscia zmiennej losowe] X : Q - R

Rozktad prawdopodohistwa zmiennej losowej X — zbior par
{ (% p): xOX(Q0p = P w00 X(w) = x F) -

X(Q) ={ Xy X2y ves x]}

(X1, 1), (X2, P2), +oer (%10 )

Rozktadem zmiennej losowej nazywamy zbEéri, 0y, i :{ 1,23, .., r;r} , tzn. patx, p), gdzie
Xi jest wartdcia zmiennej losowej X, a;pest prawdopodobistwem, z jakim X przybiera wagé x;.

EX=2mpy
i=1

Jezeli zmienna losowa przyjmuje swoje watdz tym samym prawdopodoliistwem, to:

111 1
nin!""In

ittt
1

EX =

Przyktad 1.

W pudetku jest 10 losow ponumerowanych od 1 dd\EOlos nr 1 padta gtéwna wygrana 10 ziotych, na
losy nr 2 i nr 3 — nagroda pocieszenia 1 ztotya avgciignigcie pozostatych ptacimy 2 ziote.
Doswiadczenie polega na wygnieciu jednego los.

Niech X oznacza wygran
X:Q-R

Q={1, 2, ..., 1§r

X(1) =10 (zdarzenie elementarne polagajna tymze wylosowalimy los nr 1)
X(2) =X@3)=1
X(K) =-2, KH 4, .., 1§

. 1]2]3]4]. o
1011 ]-2]2]-2
rozktad zmiennej losowej:

2 Ll 2 1
{EFID],{I,ID],[ID,ID]



Wariancja

Przyktad 1. rzucamy moretGdy wypadnie orzet, to wygrywamy 1 zioty, gdyaies — przegrywamy 1
Ztoty.
1 -1

i
I

 EX =173 -15=0

1
7

Niech X kedzie zmienn losows przyjmupca wartasci Xi, Xo, ..., % Z prawdopodobigstwem @, p, ...,
Pn.
(Pt pot...+ p=1)

Warianci zmiennej losowej X nazywamy liczb
VarX lub D?X = (x1 — EXFpy + ... + (% — EXFpn

D?X =(1-0)%0,5 + (-1-0§0,5 = 1

EXy=np

Zad. 1. Postanowiono rzuéaalbo zwykh kostks, albo kostk 1, 1, 1, 6, 6, 6. Oblicz wadé oczekiwan
i wariancg liczby wyrzuconych oczek.

Zad. 2. Zmienna losowa X przyjmuje tylko dwie move jednakowo prawdopodobne waitoa i b.
Udowodnij,ze wariancja zmiennej losowej X jest rowna kwadratosowy tych maliwych wartdci.



