Pochodna

Pochodna. lloraz gdicowy

Niech dana &dzie funkcja f:D-R. Wemy punkt % taki ze zawiera & w dziedzinie wraz ze
swoim otoczeniem. Wy teraz dowolne & Xp nalezace do otoczenia punktiy xx; [ (Xo -€, Xo+€)
R&znice X1 — X nazywamy przyrostem argumentu agddo % i oznaczamyAx ( h ) odpowiadaica

mu ré&nice f(x1) — f(xo) nazywamy przyrostem wasid i oznaczamyly

Def.

lloraz

Ay — f(Xl)_ f(xo)
AX X; — X,

nazywamyilorazem réznicowym funkcji f odpowiadajcym przyrostowi argumentu od x0 do x1

Przyktad
f(x)=5-x%*X%,=3%, =5
f(X)=1@)=5-9=-4
f(x)=1(®)=5-25=-20
Ay = f(x)-f(x,) =—-20+4=-16
AX=X —X,=5-3=2
Ay _ —16__8

Ax 2

Interpretacja geometryczna

A

oyl __________B

f(x0) O(vl

v




Przez punkty A( ¥ f(Xo)) i B( X1, f(x1)) przechodzi prosta y = ax + b zwana sieczn

tga’ = E A
Z trojkata ABC QC poniewa a = tga, wigc a :A_y , gdzie a — wspotczynnik kierunkowy
tga = _y X
AX

prostej.

lloraz r&nicowy jest rownywspotczynnikowi kierunkowemu sieczne;.

Poniewa kazdemu punktowi xI1 (X - €, Xo + € ) odpowiada jeden iloraz ¥dicowy maemy
mowi¢ o funkciji

Def.

Funkcg g: O (Xo - €, Xo ) (Xo, Xo*+€ ) » R okr&long wzorem :

g(x) =M nazywamy ilorazem emicowym.
X_

UWAGA:
Przyjmupc
X ~X%=h
% =% +h
f(x,+h)—f f(x,+h)—f
g0 = FO = F06) _ 100 +h) = f(x)
X, +h =X, h

D=(-£0)0(0,¢)

Pochodna funkcji w punkcie

lloraz r@&nicowy jest funkcj okreslona w sasiedztwie punktu g Punkt x nie naley do dziedziny

ilorazu r&nicowego, ale jest punktem jej skupienia.avla wicc mowit o granicy ilorazu
réznicowego w punkcie x
Def.

Granig; ilorazu r@&nicowego funkcji w punkcie nazywamy pochadankcji w punkcie
f(x) - f/x
lim 09T J

X7
X~ X, X9

O funkgcji ktéra ma pochodnw punkcie ¥ méwimy, ze jest régniczkowalna w punkciegx
UWAGA:

Def .

f(x) =[im g(h) = im e £ =100



Przykiad.
Korzystapc z definicji oblicz ’(Xp) dla

_h
P
X
N

1]
% |~
X

1]
P

-3(x-+/3) _ lim -V3__-43_-1

lim ——————=lim =
xN@Sx(x—\@) x-3 3x(x—\/§) x-+3 3X 3/3 3

Interpretacja geometryczna pochodnych

lloraz r@&nicowy funkcji w punkcie jest wspotczynnikiem kiekowym siecznej.

Jezeli X - Xp to sieczne k1, k2,...ada do prostej k zwanej styczn

Pochodna funkcji w punkcie jest rowna wspétczynmikkierunkowemu stycznej do wykresu
funkcji w tym punkcie.

f'(%) =tga

Def.

Niech f:D:- R bedzie funkci okreslona w pewnym otoczeniu punktwpx rézniczkowalry w
punkcie x%. Prosg o réwnaniu

y— (%) = F'(%)(X=%)

nazywamy styczndo wykresu funkcji f w punkcie Ppxf(Xo) ).

UWAGA:
Styczna do wykresu funkcji w danym punkciezaoni€ z tym wykresem wicej niz jeden punkt

wspolny.



Przykiad
Napisz réwnanie stycznej do krzywej y = f(x) w paigko odcgtej xo. Sporadz rysunek.

f(x)=2x+3x,=e

f(x,)=2e+3

f(x)= (%) _lim 2x+3-(2e+3) —lim 2x—2e: 2(x—e) P
X = x-e X—e x-e X—@ X—e

f'(%,) =lim

y— (%) = F'(%)(X=X%)
y—-2e-3=2(x-¢€)
y=2Xx-2e+2e+3
y=2x+3

Pochodna jako funkcja

Def.
Niech f:D:- R. Przez D’ oznaczmy zbiér tych elementow x w fynkdla ktérych istnieje

pochodna. Funkejf:D’: - R, ktora kadej liczbie XOD’ przyporzadkowuije jej pochodnf;’ (x)
nazywamy pochodpnfunkciji f.

UWAGA:
Pochodna funkcji w punkcie jest liczlh pochodna funkcji jest funkgj

Przykiad.
Wyznaczy pochodn f:D: - R dam wzorem f (x) = x* - 1

_ 2 4.2 _
f'(xo)zlimf(x) f(xo):”mx I-x+1_ X=X _
X=Xo X—XO X=Xg X—XO X=Xg X—XO

(R

=lim
XX X=X,
Tak jestdlakazazde punktux, zatem:
f'(x) =2x
2)

/(%) =lim .

-0 h ho

— 2 _ 2 2 2 _ 2
f(x0+hr)] f(xo)zlhim(xo+h) x0+1:”rr(l)x0+2hx+h X°=2x0

Przy wyznaczaniu pochodnych wygodniej postudiwa twierdzeniami.



Tw.

Jeili f:D: - R i g:D:- R s rézniczkowalne w punkcie swojej dziedziny, to w zbei2
rozniczkowalne s tez funkcje k *f, f + g , f-g, f * g, f/ g oraz zacklzs wzory

D.[kf(X)]' =kf'(x);kOR

2).Lf () +g(x)]'= f'(x) + g'(x)

3.[F () —g(x¥)]'=f'(x) - g'(x)

4).LE()90)]' = (x)9(x) + F(x)g'(x)

5){1‘ (Xq _ /(0909 - f ()g' (%)

9(x) [9(x)]?
Dowody.
1

[kf (x)]'= kf'(x):kOR
Kf Oc+h) =kF) _ - KLEOcrh) = £(0)

o e f(x+h)=f(x) _ .,
[Kf (X)] —LIETJO h lim . _kL'ETl . =kf'(x)
c.nd.
2.

[F()+a(¥)]'=F'(X)+g(X)

= i LE (XF) +g(X+h)]=[f(X) +9(x)] _
[f(9+9(¥)]'=im H =
[f(x+h) = f ()] +[g(x+h) —g(x)] _

=lim
-0

h h
:”m(f(xm)—f(x)+g(x+h)—g(x)j:

h-0 h h
=lim f(x+hr)]‘ ) +1im 9(X+hr)]‘9(x) =F'()+g'(®)
c.nd.

4,
f(x+h)g(x+h) - f(x)g(x) _

[f(x)g(x) =lim

h
—jim X+ g(x+h) - 1(x)g(x) = F(x)g(x++h) + T (x)g(x+h) _
h-0 h
_jim X+ g(x+h) = T()g(x+h) = F(x)g(x) + f(x)g(x+h) _
h-0 h
=I|jrr(g[g(x+h) He =100, 9t = o f(x)} =
:L'T) f(x+hr)]— f(X)*uTOg(X+h)+H[% g(x+hr)]—g(x)*|him) F(x) =

= f'(x)g(x) +g'(x) f(x)
c.n.d.



5.
S fxEn _f() f(x+h)g( - f()g(x+h)
{@}:“m g(x+h)  9(¥) _ i, g(x +h)g(x)
g(x) h-0 h h-0 h
_ jim T N)g(x) = F(9g(x+h) _
o h(g(x+h)g(x)
_ im0 ~g(x) £ (X) ~ F(x)g(x+h) +g(x) f (¥) _

gx+h)g(h
i GO0+ L0 h) = £(0] = £ OO[gx+h) = 9(x) _
gx-+h)g(h
fOcrh) = 09 _ g0x+h) - g(x)
i 2 0 e - (99 ()
h-0 g(x+h)g(x) [9(x)]°
c.n.d.
TW. 6

Jezeli funkcja jest raniczkowalna to jest gota.

Twierdzenia tego nie nima odwroat.

TW. 7

Funkcja stata i pggowa g rézniczkowalne oraz zachoglavzory
7).(C)=0COR

8).(x")'=nx

WNIOSEK

9.0H)'=




Przyktad
Oblicz pochoda funkgiji f, jesli :

_Jx-1
f(X)_x/§+1
£ = D WD = (x-D0/x 1y
(x +1)?
L xey-—Lwx-y 2
- DX (X=X 2% 2Jx _o2lx . 1
(\/;+1)2 (\/;+1)2 x+2\/;+1 \/;(&+1)2
f(x):w
X
o {3)(_2&“} - B 2x () - B2 x + (Y
X' %20
10_Lm_ 0 _ o .
_ O =2(/x))x° ~30x° —20x +10x _ X Ty I T VX +10x

X20 X20



Pochodna funkciji ztmnej

TW.
Jezeli funkcja h jest ztpeniem funkcji f i g, przy czym funkcje f i gysézniczkowalne, to funkcja h

jest r&zniczkowalna oraz zachodzi wzoér
h'(x)=g’(f(x))*f'(x)

Przyktad

Oblicz pochoda funkcji h(x) ={1+/X;D:x=0n1+/x =0

F()=1+/x=y f'(x)=%
9(y) =4y g(y) = 2f

1 1 1 1
h' =qa' f' = = =
(x)=g'(y)f'(x) 2y 2% XYy adwrxde
D'=R,

{ 1-+x +\/§} = h(x)

1+

<1
<|

2001+J_¢0
f

D: x>On

o 1—\/}+Xe_l* 1, 1 1
h(x)-e(,/“& IJ itk o 2l
V1+/x

Pochodna funkcji odwrotnej

TW.
Jezel funkcja x=g(y) jestcisle monotoniczna i posiada funkgochodr g’'(x) #0, to funkcja

y=f(x) odwrotna do niej posiada pochadi(x), przy czym

f'(x) = L gdziey =f(x) dlakazazde x 0 D,
g'(y)



y=f(x)

Zat.
x=g(y), g —$cisle monotniczna i réiniczkowalna oraz ggta

y=f(x)

Teza
f — rézniczkowalna f'(x) = L
g'(y)
Dowad
Cron e T(X+HAX) = F(X) _
Fe9= lerpo AX =
Mfx)=y

f(X+Ax) = y+Ay
f(x+Ax) - f(x) =4y
g(f(a)=a
a=x+Ax

g(f (x+Ax)) = x +Ax
g(y +Ay) = x+ Ax
Ax+x=g(y +4y)
Ax=g(y +4y) - x
g(y +A4y) - g(y) = Ax



Zauwamy, ze j&li Ax -0, to Ay 0.

(*) lim &y = lim L - 1 _
y-og(y+ay)-g(y) w-09(y+ay)-9(y) . 9(y+24y)-g(y)
Dy B0 Dy
_ 1
g'(x)
c.nd.

Pochodne funkcji trygonometrycznych

(sin x)’=cos X

Dowdd

Korzystamy z definicji pochodnej funkcji w punkdi@) = sin x

sin(h+ x,) —sinX, _

(%) =lim ®
(1)sina—sin,[>’=2cosa;'g*sina;'g
2cos(X°+h+)(°)*sinh+x°_X0 ZCOSM*SMD
(@) = lim 2 2 —jim 2 2 -
h-0 h h-0 D
2
sinh
L h),> 2 _, hy, ., _
_L'T)CO{XOJrEj T‘HE%CO{X“EJ 1=(2)
2

(2)

|hln‘(l) f (x+h) = f(x) cosjestfunkcja ciaiagzatemf' (X) = cosx

c.n.d.

(cos x)'= - sin x



Dowéd

Korzystamy z definicji pochodnej wfunkcji w punkdig) = cos x

cosh + x,) — cosx,

(%) =lim h
(1) cosa —cosf = —Zsina;ﬂ* sina;’g

—Zsin(xo+h+x")*sinh+x"_XO —ZSin(ZXO;h)*Sing
(1) = LIET(I) h = LIET(I) D =

2
sinD
= Iim—sir(xo +Dj*—2 = Iim—sir(xo +Dj*1: ~sinx
h-0 2 h h-0 2
2

c.n.d

1
tgx =
g cos X
Dowadd
(tgx)'= (sinxj' _ (sinx)'cosx —sinx(cosx)' _ cos’ x+sin’x _ 1

COSX cos X cos X cos X
c.nd
@X=‘.£

sin? x
Dowdd

Analogiczne jak dla tgx.

Przyktad

Oblicz

[sin(8x* — 5x +1)]' = cog8x* — 5x +1)(8x* — 5x +1)' = co{8x* —5x +1) * (8x*)'—(5x)'+(1)' =
=cog8x* -5x +1) * (16x —5)



Pochodne funkcji cyklometrycznych

TW.

Funkcje cyklometryczneagdzniczkowalne i zachodzwzory

(arcsinx)'=

1-x
Dowaod
Funkcjaarcsinx w przedzialg-1,1) jestodwrotna wgledemfunkcji x =siny

w przedzials{- % %) Korzystany z twierdzema o pochodnejunkcji odwrotnej

1
f'(x) =———.
) g'(y)
(arcsinx)'= — - 1 -1
(sin(y)) cosy) |1-sin’y 1-x
c.nd.
(arccosx)' = - !
V1-x?

Dowddanalogiczy jak dlaarcsinx.

(arctgx)'=

1+ x°

Dowaod

Funkcja y=arctgx w przedziale(-1,1) jestodwrotnafunkcji x = tgy
Korzystamyz twierdzema o pochodnejunkciji odwrotnej

(arctgx)' = Il « 1 *cos'(y) = ()

tg'(y) 1
cos(y)
oL - 1 _ 1 1
1 sin’(y)+cos(y) 1+tg’(y) 1+x°
cos'(y) co(y)
c.n.d.

1
arcctgx)'= -——
(arcetgx)'= -

Dowddanalogiczy jak dla tgx.

Przyklad
[arcsinx* arctgX]' = (arcsinx)*(arctgx) + (arcsinx) * (arctgx)'=

(arcsinx) _ [(arctg x)(1+x?) + (arcsinx)(1- Xz)} %
1

+x° (1-x%)

(arctgx) +

1-x?



Pochodna funkcji wyktadniczej

TW
Funkcja wyktadnicza jest #diczkowalna i zachodzawzory

(@*)=a*lna

Dowéd

f (% +h)=f(x)
h

g(x) =lim

f(x,)=a"
f(x +h)=a*"
aeM—a®  aeah-a% a"-1 a"-1

@) =lim———=lim——  =lima® =a*lim
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h

c.nd.
Lemat

X

oa -1
lim =Ilna
X-0 X

Whiosek
(e)=e"

Przyktad

y =(e*)=e**Ine’ =e*3loge = 3e*

Pochodna funkcji logarytmicznej
TW.

Funkcja logarytmiczna jest zdiczkowalna i zachodzawzory

(log, x)'=
xIna

(Iog, x)'= ~log, e
X
Prostedowodypozostawieny czytelnikowi

(nxy=1
X



Przyktad
Oblicz:

1 11

(In+/cosx) _\/cosx 2\/cosx( sinx) 2tgx
. 1 .

(log,(9-3x))'= (9_3X)|oge(3)( 3);x<3

Zadanie

Wyznaczy réwnanie normalnej do krzywej = x> w punkcieo odciedcix, = 1

Y= F(Xom,) = F1(X)(X=%,) -réwnaniestycznefokrzywej
f(x)=1
f'(x) =2x
f'(x,)=2
y-1=2x-2
y=2x-1
Wyznaczamydwnanienormalneg warunkuprostopadisci prostych
ay=-L

a
1

a, = 5

Korzystapcz réwnaniaprostejo danymwspoczyniku kierunkowym a przechodzcym
przezPmamy:

y-y =al(x—x)
y=1=-Z(x-1

272

Odp.Szukananormalanrmaréwnaniey = —% X +g



Zadanie

Danajestfunkcjaf(x) = 2 x OR,. Napiszrowniestycznepo wykresuw punkcieo odcitejx, = 1.
X

Korzystamyzewzorunastyczry, dowykresufunkcji y - f(x,) =1 (X, )(X = X,); f(x) = 2
X

f(xo) =2,

N 2

Fx)=-5

f'(X,) =2

y-2=-2(x-2)

y=-2Xx+6
Odp.Szukanatycznamaposta& y = -2x +6

Druga pochodna.

Def.
Jezeli pochodna f' funkgji f jest funkajrozniczkowalm w punkcie x to jej pochoda nazywamy

pochodni drugiego rezdu w punkcie ¥ f’(x).
Jezeli druga pochodna funkgji f istnieje widym punkcie pewnego zbioru D”, to kdej liczbie x
nalezacej do D” mazna przyporadkowa doktadnie jedna liczbf’(x). Wi ¢c na zbiorze D” mana

okresli¢ nowa funkcje zwary funkcja pochodm drugiego razdu funkci f.

Przyktad
Oblicz drug pochodn funkgcji f, jesli y = x*-5x*>+2x;D =R

y'=4x*-15x*+2;D'=D
y"=12x*>-30x;D"=D

y=sin®x;D =R
y'=2sinxcosx =sin2x;D'=R
y'=2cos2x;D"=R



Pochodne wiszych radéw
Def.

Pochodna n-tego ¢du w punkcie x okrdamy nas¢pujaco

fO0) =12 (]

Przyktad

Wyznaczy n- ta pochodn funkcji f(x) = 1, D =R\{0}
X

N |
f(x)——F
n —_— 2
f (X)_F
n 6
") =-——
Fi(x) = 22
X
Whiosek
n n! n
f7(x) =—7 (-1
X

Metoda pochodnej logarytmicznej

Def.

Pochodn logarytmiczm funkcji f nazywamy pochodnjej logarytmu naturalnego.
_ (%)

In f(X)]'=

[In £ (x)] 0

niekiedy tatwiej jest obliczypochodn logarytmiczm niz pochoda. Obliczamy zatem

f1(x) = £0(n F(x))



Przyktad
Oblicz pochoda

y=x;D=R,
Iny=Inx*
(Iny)'=(xInx)'
1,1
—y'==x+Inx
y X
y'=(nx+1)y
y'=x*(Inx+1)

y =log, 10,D : (01) O (1,+0)
log, x* =log, 10

x’ =10
Inx¥ =In10
ylnx=1In10

_In10

"~ Inx

._ (In10)'In x=In10(In x)'
B In® x
._~In101

T In?x x

Twierdzenie d’Hospitala
TW.
Jesli funkcje fi g @ okreslone i r&zniczkowalne w gsiedztwie punktu x0 oraz g0 i g'(x)#0 oraz
zachodzi jeden z nagtujacych warunkow
D.lim f(x) =Ilim g(x) =0lub
X - X X - Xo
2).lim g(x) = zeo
X=X

I istniejegranicalim E ; =m, t0|stn|ejegran|callm ,czyli

x-% g
im (¥ _ — im f(x)
% g'(x) X% g(x)
UWAGA:

Reguta ta obowzuje réwnie dla granic jednostronnych, granic w nies&pondci i w przypadku

f(x)
(x

granicy niewtdciwej rozpatrywanych ilorazéw.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.



Jezeli lim ; ( ; przedstawia sabnieoznaczong % f,itd to twierdzenie d’Hospitala stosujemy
X=Xg (0]
ponownie.
Przyktad
1000 _ 1 1, 1000 _ 1\ 999
lim > 1=Iim(x 1] = lim 299%™ = 1000
x-1 X - x-1 X—=1 x-1

(e) e’ h ) . e (e) . ¢
lim < — = I|m = lim = lim =lim —=lim| —| = lim — =+
X+ Y X - +00 (X ) X - +00 3X X - +00 3X X—+0 X X-+o| GX X—+o G

Zastosowanie pochodnych w fizyce

Pochodne majrowniez zastosowanie w fizyce. Wykorzystane w zadaniuniégi jego
rozwiazanie.

Zadanie

Ciatlo porusza gizgodnie z réwnaniem
v
3
X

X = — - 2t% + 3t. WyznaczV iadla t="5s.

W

a=(?-4t+3) =2t-4=6[m/s]

V=
a

ool"z,

- 2t7 +3t] =t —4t+3=8m/g]



Twierdzenie o wartei srednigj

Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkcja f jest cigta na przedziale <a, b> i r6zniczkowalna w przaléz{ a, b ) i f(a)=f(b), to
istnieje taki punkt c takge f'(c)=0.

Twierdzenie o wartei sredniejLagrange’a

Jeli funkcja f jest cagta na przedziale <a, b > indiczkowalna na przedziale (a, b ), to istnieje taki

ey = 1(b) - f(a)
punkt ¢ naléacy do (a, b)ze T'(C) = b-a

Przyktad
Wyznaczycsredni wartas¢ funkcji f w podanym przedziale <-1, 5 >.
f (x) = 3x* —5x
f(0 = 0@

b-a
£(c) = 75-25-3-5_50-8 _7

5+1 6

Monotoniczndé¢ funkcji rézniczkowalne;
TW.

Jezeli pochodna funkgciji f jest w kalym punkcie przedziatu (a, b ) rowna 0, to funKdgst stata.

Dowaod

Korzystamy z twierdzenia Lagrange’a

f(b)-f(a) _
b —

Wiqc—f(blt)) ~1@) _ g to1(p,) - f(a) =0

1

f'(c) zzatazeniaf' (c) =0

al’bl D (a, b),
f(b,) = f(a)
c.n.d.

TW.

Jezeli funkcja f jest réniczkowalna na przedziale (a, b ) i w.llgm punkcie tego przedziatu ma
pochodi dodatng ( ujemny ), to funkcja f jest na tym przedziale rasa ( malejca ).
UWAGA:

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.



Przyktad

»

f-rosmca, w x=0 nie ma pochodnej.

TW.

Jezeli funkcja jest raniczkowalna i rosgca ( malejca ) na przedziale ( a, b)), to jej pochodna jest
w kazdym punkcie tego przedzial nieujemna (niedodatni#ohczenie obu twierdzen pozwala bada
monotoniczné&¢ funkcji przy pomocy pochodne.

Przyktad

3
Zbadaj monotoniczrig funkcji f (x) = X ;ZX :D=R

1

(x3+2x)'4—(x3 +2X)4' :1(3)(2 +2) zgxz +§

16 4

f'()():()@ §X2+1:0
4 2

f'(x) =

2 _

X —%; niezachodzi

» X

Dla kazdego x f'(x) > 0, zatem funkcja jest rega w calej swojej dziedzinie



Ekstrema funkgciji.

Def.

Mowimy, ze funkcja f:D-» R ma w punkcie x0 maksimum, jesli istniefsiedztwo s punktu x0
takie,ze dla kadego x[s f(x)<f(x0)

PiszemyY, ., = (X% )

Def.

Moéwimy, ze funkcja f:D-» R ma w punkcie X0 minimum, §& istnieje sisiedztwo s punktu x0 takie,
ze dla kadego x[s f(x) > f(x0)

PiszemyY,,, = f...(X )

maksima i minima funkcji nazywamy ekstremami,

TW. (Fermata) (warunek konieczny istnienia ekstremum )

Jezeli funkcja f:D- R jest ré@niczkowalna i ma ekstremum w punkcie x0, to f'(x0)=

Dowaod

Zatozenia

Funkcja f jest réniczkowalna i w punkcie X0 ma ekstremum.

Teza

f(x0)=0

Przyjmujemy ze funkcja f osiga w punkcie x0 maksimum. \&t@y dowolne KO0, takieze xO+h
nalezy do s. Wtedy f(x0) > f(x0+h)

f(x0+h) -f(x0) < 0

h>0 h<O0

f(x0 + r;]) -f(x0) _,, f(x0 + f;]) -fx0) . o
uﬁgf(xOH;])-f(xO) <0 ungf(x0+r;])-f(x0) 20
f'(x,) <0 f'(x,) 20

Zatem f'(x,) = 0 c.n.d.



UWAGA:
Twierdzenie Fermata dotyczy wgkznie funkcji réniczkowalnych.

Ekstremum funkcji poszukujemy w tych punktach, arigch funkcja nie ma pochodnej lub w tych
w ktorych funkcja ma pochodnméwm O.
Warunek konieczny istnienia ekstremum niejest wiiem wystarczajcym.

Twierdzenie (warunek wystarczagy)
Jezeli funkcja f:D- Rjest r@niczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu x0 przyrazy

{f'(x) >0dlax <x,

to funkcja f ma w punkcie xO maksimum
f'(x) <0dlax > x,

Jezeli funkcja f:D- Rjest r@niczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu x0 przyrazy

{f'(x)<0dlax <X,

to funkcja f ma w punkcie X0 minimum
f'(x)>0dlax >x,

Przyktad
Wyznacz ekstrema funkcji

f(x):x—&;D:xzo

v Ry g 1 _2x-1
£1(x) = (x-vx) =1 =
o 2dx-1
F1(0=0 ="===0

1
X==

4

\
X

Odp. W punkcie x = 1/4 funkcja osiaga minimum.
f(1/4)=-1/4



[l Warunek wystarczaj acy ekstremum
Jezeli funkcja f:D- R jest podwadjnie riniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu xO0, jejghu

pochodna jest ggta w tym otoczeniu, ' (x0)=0 i f"(x0)<0 tow punkciedxfunkcja ma maksimum.

Jezeli funkcja f:D- R jest podwdjnie riniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu xO0, jejghu

pochodna jest ggta w tym otoczeniu, ' (x0)=0 i f"(x0)>0 tow punkciedxfunkcja ma minimum

Przyktad

Wyznaczy przedziaty monotoniczroi i ekstrema funkcji
y=x’Inx;D:x>0

y'=2xIn X+ X

y'=0 < 2XInx+x=0

X(2Inx+1) =0

x=002Inx+1=0

Wyznaczamyruga pochodmn
f"(x)=2xInx+x)'=2Inx+2+1=2Inx+3
£ (%) :2In(—%)+3:2

1

f" (e_i) > 0 zatemfunkcjaosiaga w ym punkcieminimuréwne- Zi
e

Najwigksza i najmniejsza wardé funkcji f w przedziale domkatym.

Przy wyznaczaniu wargoi najwickszej i najmniejszej funkcjif w przedziale doméiym
korzystamy z twierdze

1. Funkcja raniczkowalna jest agta

2. Funkcja cigta w przedziale domketly oshga wart@¢ najmniejsz i najwigksz.



Procedura wyznaczania watonajmniejszej i najwakszej.

1. Sprawdzamy, czy dany przedziat zawieearsidziedzinie.

2. Obliczamy wartéci funkcji na kaicach przedziatu f(a), f(b).
3. Wyznaczamy ekstrema funkcji w przedziale ostaigje.

4. Sparod liczb f(a), f(b), Ymin, Ymax wybieramy najeksz i najmniejsa.

Ekstrema funkcji - zadania tekstowe

Ktory z prostolgtow o obwodzie 8 ma najelsze pole

a,b=dlugdci bokéw prostokta, P - pole prostaka.

a>0, =0.

4-a20, a0 d1<0,4>

Z tresci zadania wiadomae:

2a+2b=8

atb=4

b=4-a

podstawiamy do rownania

P=a*b=a(4-a)

f(a,b)=a*b

f(a)=a(4-a)=-a+4a

Funkcja f jako wielomian jestagta, zatem na mocy twierdzenia Weierstarssa w piakd<0,4>
osiaga wartd¢ najwicksz. Zauwamy, ze f(0)=f(4)=0

Wyznaczamy ekstrema

f(a)=-2a+4

f(a)=0 = 2a+4=0= a=2

v
Q

a = 2 jest maksimum. Ymax = f( 2 ) = 4. Wyznaczattiugai¢ drugiego boku prostaka
b=4-a=2.

Odp. Ze wszystkich prostatow najwiksze pole ma kwadrat o boku a= 2.



Wyznaczy najwicksza wartas¢ pola prostokta, ktérego dwa wierzchotki e na paraboli

y =-x*+9, a pozostate na osi OX.

v
X

Okrestamy wspotrzdne wierzchotkow prostaka.

A(x, 0)

B(x, -X*+9)

C(-x, -X¢+9)

D(-x, 0)

a=AD=2x

b=AB=-x*+9; x(1<0,3>

P=a*btof(a,b)=a*Db

f(x)=2x(-x*+9)

f(x)=-2x>+18x

f(0)=0=f(3)

f(x)= -6x°+18

f(x)=0 = -6x*+18=0

x>-3=0toxV3=0ix+V3 =0 x=V3 jest maksimum
Ymax = 12/3

Odp Najwkeksze pole prostaita wynosi 123 jednostek kwadratowych.



WKklestas¢ i wypukiose krzywej. Punkt przegcia.
Def.
Krzywa y=f(x) jest wkésta w przedziale ( a, b ) wtedy i tylko wtedy gdyywa ta jest potoona

pod stycza poprowadzom do niej w dowolnym punkcie odgej z przedziatu (a, b).

\4

Def.
Krzywa y=f(x) jest wypukta w przedziale otwartyna,(b ) wéwczas gdy jest paiona nad styczn

poprowadzoa do niej w dowolnym punkcie o odtej z przedziatu ( a, b ).

TW.

Jezeli f'(x) < 0 dlaxO( a, b)) to krzywa y = f(x) jest wksta.

TW.

Jezeli wykres y = f(x), ktéry ma drugpochodna f’ cigta w przedziale ( a, b ), jest vekly w tym
przedziale, to dla kalego x[I( a, b ) f<0.

TW.

Jezeli dla kazdego x( a, b)) f’(x) > 0, to krzywa o rownaniu jest wypakv tym przedziale.

TW.

Jezeli wykres y = f(x), ktéry ma drugpochodna f’ cigta w przedziale ( a, b ), jest wupukty w tym
przedziale, to dla kalego x(( a, b ) f= 0.

Def.
Punkt P(x0, f(x0)) jest punktem przegia krzywej y = f(x) woéwczas gdy krzywa ta jest wdth w

sasiedztwie lewostronnym punktu x0 i wypukta wsgedztwie prawostronnym punktu x0.



TW.
Warunkiem koniecznym na to, aby punkt P(x0, f(®)) punktem przegcia krzywej o réwnaniu

y = f(x) jest f"(x) = 0.

TW.
Warunkiem wystarczagym na to, aby punkt P(x0, f(x0)) byt punktem piize@ krzywej o

f"(x) <0 dlax <x, b {f"(x)>0 dlax <x,

rownaniu y = f(x) jest f’(x) = 0 jes
f"(x) >0 dlax > x, f"(x) <0 dlax > X,

Przyktad
Wyznaczy przedziaty w ktorych funkcja jest wypukta oraz guiziaty w ktorych funkcja jest

wklesta. Znajd punkt przegicia.
f(x)=2x>-3x*+x-2
f'(x)=6x*-6x+1

f"(x) =12x-6
f"(X)=0 < 12x-6=0
1
X==;
2

dlax (-oo,%) ' (x) < 0zatemfunkcja jest wkkga
dlax (%,+oo, ) ' (xX) > 0zatemfunkcja jest wypuka

= % jestpunktemprzeggcia. P(% —2).

Asymptoty wykresu funkcji

Def.
Prosta x = ¢ jest asymp#opionowg lewostronm krzywej o rownaniu y = f(x) wtedy i tylko wtedy

lim f(Xx) =—oo

X-C

lim f(X) = +oo

x-c*

gdy



Def.
Prosta x = c jest asymp#gpionowa obustronn krzywej o réwnaniu y = f(x) wtedy i tylko wtedy

gdy prosta x = c jest asympidewostronn i prawostrona tej krzywe,.

Def.
Prosta y = ax + b jest asympiatkasna ( pochyh ) lewostrong krzywej y = f(x) wtedy i tylko gdy:
lim[f(x) - (ax+b)] =0

TW.
Jezeli prosta y = ax + b jest asympiatkosna lewostroni krzywej y = f(x), to
a=lim Mi b=Ilim[f(x)—-ax
X — —0 X X — —00
Def.

Prosta y = ax + b jest asymptatkasna ( pochyh ) obustrona krzywej y = f( x) wtedy i tylko
wtedy gdy prosta y = ax + b jest asymptokosna ( pochyh ) lewostrong i prawostrona tej krzywe;.



Przyktad
Wyznacz asymptoty funkcji

X
f(x)=————;D=R\{-34
9 x* —x-12 (=34}

Asymptotypochyte
a=lim 21X im 2;E:o

Xomw o X xeme X© =X =12 X

. : X
b=Im f(x)=Ilm ——==

am, fog=Jim, X2 - x-12
Asymptotypionowe
X=-3

X
|II’I1+ = 7 _12:+oo
o XX X = -3 jestasymptaod pionowna
im =—> =
x--8  X°—-x-12
X

I|m+ = 7 _12:+oo
oro XX X = 4 jestasymptcd pionowna
im=— X =-o

Odp. Funkcja ma asymptoty pionowe x = -3 i x = dzoasymptat poziong y = 0.

Badanie przebiegu zmienst funkcji

Schemat badania funkcji

. Wyznaczamy dziedzirfunkciji

. Wyznaczamy granice nanaach przedziatdw okéeonaosci funkciji

. Wyznaczamy punkty przecia wykresu funkcji z osiami uktadu wspdaidnych
. Wyznaczamy pochyte i pionowe asymptoty funckji

. Badamy inne szczeg6lne wtascidunkcji ( parzystéc¢ i okresowacé )

o 0~ W DN PP

. Przeprowadzamy analipierwszej pochodnej:
a) wyznaczamy ekstrema funkcji
b) wyznaczamy przedzialy monotonicZoo
7. Przeprowadzamy anatizlrugiej pochodnej
a) wyznaczamy przedziaty wdgtoscii wypuktosci funkcji
b) wyznaczamy punkty przegi



Zadanie
Zbadaj przebieg zmiensa funkcji

f(x)+ f2(x)+ f3(x)+...=Inx
Zauwamy, ze polewejstronierdwnaniamamyszereggeometrycay oa=f(x) iq = f(x).
Aby szeregten byt zbiezny musizachodzt warunek |f(x) |<1
Wyznaczamysung szeregu
a f(x)

1-q 1-f(x) '
f(x)
1-1(x)
Zatemnaszafunkcja maposta :

czyli =Inx

In x
1+Inx
1.Wyznaczamydziedzire funkcji
x>0
1+Inx#0

In x
1+Inx

In x
1+InXx

czyli D {x OR;x D(- 003 0 (%mj}

Wyznaczamygranicenakoncach przedziatow oreslonosci

f(x) =

>-1

<1

lim In x =- =-1
. L 1+Inx 1
Ve 1-=

Wyznaczamypunkty przececia wykresufunkcji z osiamiuktadu wspotrzd nych
OX:Inx=0 QY :zosia OY funkcji nie przecinasie
x=0
4.Wyznaczamyasymptotyfunkcji
Asymptot pionowych brak.
Aymptoty pochyte
Wyznaczamygranicenakoncach przedziatow okreslonos ci
1

h
a=lim "X Djim __x - 0, b=1,czyli funkcja maasymptotepochyh y =1
x=to X +InX x-rl+inx+1




5.Analizapierwsze pochodne
1(1+Inx)— Inx

£r(x) = X X oo
@+Inx) X(L+InXx)

f'(x) jestzawszewickszeod zera.
Funkcjajestrosmca wcatej swojej dziedzinie niemaekstremow.
6.Analizy drugiejpochodnef przyczyntechnicziych nie przeprowadamy.

S e

X
4

+
+
+
+
+

f'(x)
fx)| -1 |- | O 71




