Liczby

rzeczywiste




I.Relacje.Dziatania
1. W zbiorze liczb rzeczywistych oktene s dwie relacje: rowng (=), oraz mniejsz (<).

Prawo trychotomii. Dla kazdych dwach liczb rzeczywistych x, y zachodzi dokfizdiedno z trojga:
x =y alboxy albo y< x
Zamiast X< y piszemy te y > x.
Relacja réwnéci liczb rzeczywistych jest
a) zwrotna: X =X
b) symetryczna: x =3 y = x
c) przechodnia{(x =y)d(y=z) =>x=2
Relacg, ktora spetnia te trzy warunki, nazywamgyacja rownowaznosciows.
Relacja mniejszui jest
a) spojna: Ky = [(x<y) O(y <x)]
b) antysymetryczna: X y = ~ (y<Xx)
c) przechodnia: [(x<y)O(y<z)] =>x<z
Relacja mniejszi porzdkuje zbidr liczb rzeczywistych.

2. Dzialania arytmetyczne s to nastpujace cztery dziatania:

dodawanie: X +3ys
sktadniki  suma
odejmowanie: Xx— y = r

odjemna odjemnik edmica
mnazenie: xOy =p
czynniki iloczyn
dzielenie: X 1y =g #A0
dzielna dzielnik iloraz
a) Odejmowanie jest dziataniem odwrotnym do dodawania:
XYy=rer+y=x

b) Liczba 0 jest synonimemaadicy x — X.
Dla kazdego x: X0D=0
c) Liczbe x < 0 nazywamy ujemy) z& liczbe x > 0 nazywamy dodatfni R&nice 0 — x 0znhaczamy- X
I nazywamy liczh przeciwm wzgledem Xx.
d) Dzielenie jest dziataniem odwrotnym do menia:
X:y=¢ qly=x
1
e) Liczke N (x# 0) nazywamy odwrotrigia liczby x. lloczyn liczby x i jej odwrotnii jest rowny 1.

f) Wynik kazdego dziatania arytmetycznego jest dkoay jednoznacznie. W zazku z tym
dzielenie przez zero jestewykonalne, poniewa
- jezeli x £ 0, to iloraz x : O nie istnieje, gdyadna liczba q nie spetnia warunkii@ = x# 0,
- jezelix = 0, to iloraz x : 0, czyli 0 : O nie istnegjgdy: kazda liczba q spetnia warunek ) = o,
(brak jednoznaczrai).
g) Licze 0 nazywamy elementem oktijym (modutem) dodawania, ponieivdla kazdego x:
X+0=x
h) Liczke 1 nazywamy elementem okti)ym (modutem) mnzenia, poniewadla kadego x:
X =x

3. Dziatania arytmetyczne podlegaastpujacym prawom:

Prawo #czncci dodawania
(x+y)+z=x+(y}z
Prawo przemienroi dodawania
X+y=y+X
Prawo 4cznaci mnazenia



(k) [z = x[Qy [2)

Prawo przemienoi mnazenia
Ky = y[Xx

Prawo rozdzielni@i mnazenia wzgédem dodawania
(X +yk =x[k +ylk

4. Kolejna¢ dziatax arytmetycznych ustalona jest ngmtjacymi umowami:

a)Przy obliczaniu warfoi wyrazen nie zawierggcych nawiasow wykonujemy najpierw miemia i
dzielenia w kolejnéci ich wystpowania, a nagpnie dodawania i odejmowania w kolejaoich
wystepowania.

b)Przy obliczaniu wartgi wyrazen zawieragcych nawiasy wykonujemy najpierw dziatania w tych
nawiasach, wewgtrz ktorych nie ma jiainnych.

5. Potegowanie.
Niech n oznacza licelnaturaln.
Def. Pokge 0 podstawie a i wyktadniku n oznaczamy symbolémakreslamy nasgpujaco

a, dla n=1
&4 alh.lh da n1l
N
n czynnikow

a)Dziatania na pegach.
Tw. Dla kazdej liczby a i dla kadych dwdch liczb naturalnych m, n, zachodzi:
1) & =4d""
2) &:d=4d"", da &0 i m>n
3) (amy)" = & OB

n

4) (i‘j =2 dla #0
b b"
5) (@m=d™
Dowody tych twierdze opierap si¢ na definicji potgi; pozostawiamy je czytelnikowi.

6. Wzory skr6conego mndaenia.

kwadrat sumy: (a+bf=a+2ab+1f
kwadrat rénicy: (a-by’=a&-2ab+If
szdcian sumy: (a+by=a+3db +3af+ b®
szdcian r&nicy: (a-b)*=a - 3ab + 3af - b°

rénica kwadratéw:  a?—b? = (a-b)(a + b)

rénica szécianéw:  a - b*= (a-b)@ + ab + 1)

suma sZeianow: a’+b’=(a+b)(&-ab+H)
Wyprowadzenia tych wzoréw polegaja wykonaniu odpowiedniego mienia; pozostawiamy je
czytelnikowi.

Przykifad.
2 _ K2 _
Obliczy wartaié wyrazenia  x = (@ +b + cf— > ¢ + 2bc
atb-c
daaX , b=3, c2
3 3

Rozwiazanie: Poniewa
a@-b-cc+2bc=4-(¥-2bc+é =&-(b-cf=(a+b-c)a-b +c)
wiec
(a+ b-d(a b+ ¢
x=(a+b+() a+b-c

=(@+b+c)(ab+c)=



=[@+c)+Bh@+c)-b =(@a+cf-b’
Podstawiajc podane warti a, b, ¢, otrzymamy x =*5- 3 = 16
Odp. 16.

7. Pierwiastkowanie.
Niech n oznacza liczlnaturaln.

Def. Pierwiastek stopnia n z liczby a oznaczamy symbdl@ i okreslamy nasgpujaco
Ya=p = [(p"=2)0(p20)

Pierwiastkowanie jest dziataniem odwrotnym dggowania. Warunek p 0 zapewnia
jednoznaczn& pierwiastka.
Z definicji pierwiastka wynikaze dla ne N, a= 0 mamy

(W) =Vd = a
UWAGA!

Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby ujemne;j:
Jezeli n jest liczla naturaln, nieparzyst, z& a jest liczla ujemr, to przyjmujemy okréenie:

Ya=-d
Np..¥—32=-32=-2

a) Dziatania na pierwiastkach.
Tw. Dla kazdych dwéch nieujemnych liczb a, b i dlazklej liczby naturalnej n, zachoglvzory:

1)%¥ab=4%al/ b,

5 4a
20— =—, dla 0
o~ vo

3)¥fa =",
g)¥a" =(Va)".

Dowody tych twierdze opieraj sic na definicji pierwiastka; pozostawiamy je czyt&wi.
8. Proporcje.

. .a .
lloraz dwoch Wle|kéCIE nazywamystosunkiem

Jezeli dla czterech wielkai a, b, ¢, d tworgcych parami stosun’% [ q zachodzi rowng tych

stosunkow, czyli

a ¢c

—=—alboa:b =c:d

b d
to mowimy,ze wielkaci te tworz proporcj ¢.
Ze wzgkdu na drug posta& zapisu wyrazy a, d nazywarsirajnymj a wyrazy b, ¢ srodkowymi
Mnozac proporcg stronami przez bd otrzymujemy:

ad = bc
lloczyn wyrazdéw skrajnych rownagsioczynowi wyrazéwsrodkowych.
Jezeli z czterech wielkei tworzacych trzy g znane, to mgemy zawsze wyznacgyzwart

proporcjonaln przeksztatcac odpowiednio propor¢j

N X2 = X= be
- b~ d " d
a
- Jezeli stosunek dwoch wielkoi zmiennych jest staty:-= const to méwimyze wielkdsci te s

b
wprost proporcjonalne.



- Jezeli iloczyn dwoch wielkéci zmiennych jest staty: ab = const to wielgiote s odwrotnie
proporcjonalne.

Przykiad.
Trzech wspodlnikéw zaloto przedsgbiorstwo i wniosto do niego udziaty m, n, p. Poywpe
okreslonego czasu przedsiorstwo przyniosto dochéd a, ktéry powinierclpodzielony
proporcjonalnie do udziatow. Wyznaczydziat kadego wspdlnika w czystym zysku.
Rozwhzanie:
Oznaczamy poszukiwane udziaty w zyskach przez x, Wobec tego:
X+ty+z=a
Xy:z=m:n:p
skad:
xX_y_z_
mn p U
gdzie g jest parametrem pomochiczym.
Z ostatnich proporcji wyznaczamy X, y, z i otrzyraadwnania dodajemy stronami

X =mq
y=nq +
Z=pPq

x+y+z:(m+ n+ @q
Poniewa x +y + z = a, to wyznaczona g ma pésta

B a
T m+n+p
Wstawiapc wartd¢ q w wyzej wyprowadzone zweki na X, y, z mamy:
a a a
X=m—, =n——, z=p———.
m+n+p y m+n+p m+n+p

9. Warto$é bezwzgkdna.
Def. Wartci¢ bezwzgtdm liczby x oznaczamy symbolefr| i okreslamy nastpujaco

X, gdyx O
X=7

X, gdyx O

Na przyktad:
e=6, |0=0, |-26 20
a) Wiasnaci wartdgci bezwzgédne.

«ld=0

eld=0- a= 0

 la+H<ld+|b

* [a ; Eully

a
. B —H bz 0

. Jaz =|4

b) Geometrycznie warté bezwzgédna r&nicy dwdch liczb jest rowna odlegid migdzy nimi.

v— la- b—~
a b
c) Rownania z warteia bezwzgédna.
e ld=be a=zbla-b
Przykiad.
Rozwiaz:
x+1=3




x=-1 X (-1
{ xX=2 . {x =—4
X =2 D X=-4
Odp.: Rozwizaniem réwnaniaadiczby 2 lub 4.
d) Nierébwndci z wartgcia bezwzgédna.
cld(b - ‘- & b
eld) b = a b @ -b
Przykiad.
Rozwiaz nierdwnac¢:
VX? —=BX+ 9+ X) 2
x-3+x) 2
x=-320 x-3(0
X-3+X) 2 u -X+3+Xx) 2
{X 2 53 0 {x (3
- 3)2
x) > )
X=3 O x 3

x R
Odp.: Rozwizaniem nieréwngi jest zbiér liczb rzeczywistych.

- Interpretacja geometryczna.
» Geometrycznie rozwzaniem nierowngci ‘x— p‘ ) gsa punkty, ktérych odlegi® od punktu p. jest
wigksza od q.

» Geometrycznie rozwzaniem nierowngci ‘x— p‘ ( gsa punkty, ktérych odlegi® od punktu p. jest
mniejsza od q.

Zadania.
Zad.l
Obliczy¢ wartas¢ wyrazenia

_n+2+4n’ - 4 Nn+2- N
Cn+2-rf 4 n+2+4m -4
dla n = 1998.

Rozw.: Oznaczafp a=n + 2, b =/n* — 4, mamy

a+b a-b_(a+by+(a- bf 2@+ ) 2(n*+4n+ 4+ 1f - 4)_4an(n+2) _
a-b a+b aZ- b @ - ni+dnt 4- (T-4) 4(n+2)
Odp.: x =1998

X=

Zad.2
Uprasci¢ wyrazenie

d =/(x=5)? +/(x= 3)? +4/ (x~ 1)’
Rozw.: Korzystajc z wtasnéci wartasci bezwzgédnej Ja? = ld, mamy

x =5 +|x-3+[x-1.



Z def. wartei bezwzgédney:

X <1 <k<3 8x <5 x5
=-X+5-x+3-x41 d=-x+5-Xx+3X+1 d=-x+5+x-3+x-1 d=x-5+3+x-1
d=9-3x d=X d=x+1 d=3x-9

Odp..d=9-3xdlax<l;d=7-xdlexl, 3);d=x+1dlax<3,5);d=3x-9dlax5.

Zad.3
Wykaz#, ze dla kadej pary liczb rzeczywistych x, y prawdziwy jestizrek:
x+yl<Ixl+y
Rozw.:
a) Wykaemy najpierwze
X <c - -c< x< c.
Poniewa X =x lub |X= -x,wiecc x=|x lub x=}x%x oraz |-pg]| |x
Zatem-|x| < x <X .
Jali [x<c, to 4%= -c copociga za solpnierowngci
-c<Idsx<|¥<c czyli -8 % c.
b) J&li —c< x<c toréwnig -c< -x<c, czyli -c<| %< ¢
Zauwamy, ze
-Ixl< x <X

-M=ysly
Dodapc te nierébwnéci stronami otrzymujemy nierowRci
— (X +]y) = x+y <|x +]y
ktGre na mocy * dajnierowna¢
x+y]<Ix+ly]
c. n. d.

[I.Liczby catkowite.

1. Niektére wiaciwosci zbioru liczb naturalnych (N) oraz zbioru liczatkowitych (C).

a) W zbiorze liczb naturalnych istnieje liczkimniejsza (0), nie istnieje liczba nagksza. W
zbiorze liczb catkowitych nie ma ani liczby najmsizej, ani najwikszej. Natomiast w obu zbiorach
maozemy doktadnie wskazdiczbe wystkepujaca bezpdrednio po danej.

b) Kazda liczbe naturallm mazna zapis@w dziesatkowym systemie pozycyjnym za pomoc
dzieskciu cyfr: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Podstaw tego systemu jest liczba 10, a schemat jestpiaisty:

........ CBA= ... +Cl00+BIO+A=...... + QU0+ B0 + A

c) Istnieg tez niedziesitkowe systemy pozycyjne np. system dwojkowyzdiczbe naturalm
maozna zapiséza pomog cyfr {0,1}. Podstavy tego systemu jest liczba 2, a schemat jestpagty

........ CBA=....+C+BX+cCcx’

Przyktad:

A7p=12*+ 02+ 0>+ 0" + 1 °
(17), = 10001

2. Podzielna¢ liczb catkowitych.
Niech K i | lzda liczbami catkowitymi, przy czym# 0.

k
Mowimy, ze liczba k jest podzielna przez liezb) gdy iIorazT jest liczky catkowita.



*Liczby podzielne przez 2 nazywamy parzystymi, apadzielne - nieparzystymi. Liczlparzys
mozemy zapisaw postaci 2k, a liczbnieparzyst w postaci 2kt 1.

eLiczby naturalne % 1 nie majce innych podzielnikow @il i n nazywamy liczbami
pierwszymi;np:2, 3, 5, 7, 11...

-Liczby naturalne, ktore niepierwszymi nazywamy liczbami ztonymi.

Niektdre cech podzieldoi

dzielnik | cecha podzielnii
2 ostatng cyfra jest: 0, 2, 4, 6 lub 8
3 suma cyfr podzielna przez 3
4 liczba utworzona z dwdéch ostatnich cyfr jest pobheerzez 4
5 ostatng cyfra jest O lub 5
6 liczba jest podzielna przez 2i 3
9 suma cyfr podzielna przez 9
10 ostatng cyfra jest O

3. Rozktad liczby naturalnej na czynniki pierwszepolega na przedstawieniu tej liczby w postaci
iloczynu liczb pierwszych;

np.:

24 =212 =2[R[b=2[R[R[B

Do rozktadu liczby wykorzystujemy schemat; np.:

18902 124|2
9453 642
3153 3131
1053
395
7
124 =22[B1

1890 =2B[B[BLbLF

4 Najwigkszy wspolny dzielnik (NWD)dwdch lub wecej liczb - jest najwiksz, liczba, ktora jest
dzielnikiem lub czynnikiem wszystkich liczb.

Kiedy dane liczby zostamoztazone na czynniki pierwsze, NWD jest ustalany z ilour
wszystkich czynnikow wspolnych dla wszystkich wigig przy czym kady czynnik rozpatrywany
jest tylko raz z minimalnym wyktadnikiem pafi, ktéry st w nim pojawia; np.:

240 =2[R[R[R[BIE=2[BH
180 =2[R[B[BH=2 B [H

300 =2[R[B[E[b=Z[BF
NWD (240, 180, 300) =B [5 = 60

a) Do wyznaczania NWD sty tez algorytm Euklidesa. Polega on na tyra,wyznacza gireszt R; z
dzielenia a przez b, naphie reszt R, z dzielenia b przez Rnasgpnie reszt R; z dzielenia Rprzez
R itd., & do otrzymania reszty rownej 0. Ostatnia resztaadd 0 jest NWD liczb

a, b.

Przyktad

a=1890 , b=224
1890 = 8224 + 98 R
224 = 2[D8 + 28 R

98 = 3[P8 + 14 R



28 =20114 +0 R
NWD(1890, 224) = 14

5. Najmniejsza wspolna wielokrotnégé¢ (NWW) dwdch lub wecej liczb - jest najmniejgziczba,
ktora jest wielokrota wszystkich danych liczb.

Kiedy dane liczby zostamoztazone na czynniki pierwsze, NWW jest oflena jako iloczyn
wszystkich tych czynnikow, przy czymidy z nich wystpuje jednokrotnie, ale w maksymalnej
potedze; np.:

24=2[R[R[B=2[B
36 =2[(R[B[B =21
NWW(24, 36) = 3 3 = 72

Przyktad
Wyznacz NWD i NWW liczb: 1650, 2410.
1650|2 24102
825|3 1205|5
275(55 2411241
55|11
11
1

NWD(1650, 2410) = 26 = 10
NWW(1650, 2410) = 2B [5 [5[111[R241 = 397650

Zadania.
Zad.1l
Zapisz NWD(84, 147) w dwojkowym systemie pozygyj.
Rozw.:
84(2 147(3
42|2 497
213 7
77
1

NWD(84, 147) = 377 = 21

lpy=1'+0@*+ 1@ +0@ +12°
(21),=10101
Odp.: [NWD(84, 147)] = 10101,

Zad.2

Uzasadnijze r&nica kwadratow dwoch kolejnych liczb parzystych Jeszba podzielr przez 4.
Rozw.:

Dwie kolejne liczby parzyste zapisujemy jaka i2n+2. Z tréci zad. Mamy:

(2n+2%-(20%= 4% + 8 4 4h= 8m 4 4(Zn 1)
c.n. d.

[ll.Liczby wymierne .

Liczby wymierne stanowinieskaczony zbior liczb postaci:



w WZE , pe COqe C{0}}

0 nastpujacych wiaciwosciach:

a) Zbior ten jestiporzzdkowany tzn.ze dla kadych dwoch ranych liczb wymiernych a i b nima
wskaz#, ktora z tych liczb jest wksza.

b) Zbidr ten jestvszdzie gsty, tzn.ze midzy kazdymi dwiema liczbami wymiernymi aib

(a< b) istnieje co najmniej jedna liczba wymierna & (@< b), a wic istnieje rownie nieskaczenie
wiele liczb wymiernych.

1. Utamki zwykie.
Utamkiem zwyktym nazywamy iIora% (p, qe N, g# 0), gdzie p nazywamy licznikiem, a q -

- mianownikiem.

« J&li p < g to utamek nazywamwtasciwym
« J&li p > q to utamek nazywamyyiewtasciwym.
a) Rozszerzanie i skracanie utamkow.
Utamek nie zmienia swej wagm, gdy jego licznik i mianownik mniymy lub dzielimy przezet
samy liczbe a# 0.

[
rozszerzanie: p_pia
qa q
[
skracanie: pta_p
q q
b)Dziatania na utamkach.
[b+ al
dodawanie: g +% - pq—&aq
odejmowanie: S-2= plb-alqg
J g b gb
. . E a _ &a
mnazenie: ; 56 =0
dzielenie: p.a =p_[b
q b q
- Prawa znakow:
“pP_bP__P -p_p
a -a 9 -q q

2. Utamki dziesigtne.

Utamkiem dziestnym nazywamy utamek o mianowniku 10, 100, 100@apisany w
dziesatkowym systemie pozycyjnym:
1 1
....CBA,DEF.... = .... + (100 + B[110 + A1 + DDl_O + EDl_OC +....
a) Kazdy utamek zwykty mee by¢ przedstawiony w postaci utamka dzigsego poprzez petne
dzielenie pomidzy licznikiem i mianownikiem. Mdiwe s3 dwa przypadki:
- Dzielenie kaczy sk po ograniczonej liczbie operacji, wtedy utamekedeiny jest skaczony:

27
T - 27:5=5/4

- Dzielenie nigdy nie jest petne, wtedy utamek diimy jest okresowy:
11

32 11:9=1,22222.......

Grupa cyfr nieskficzenie powtarzagych s¢ hazywana jest okresem utamka i jest przedstawiana
przez liczle w nawiasie.



1,1666666... = 1.1(6)
Okres mae by¢ prosty; jesli cyfra powtarzajca st zaczyna si zaraz po przecinku utamka
dziesttnego, mieszany, jeli powtarzalné¢ nie zaczyna gizaraz po przecinku utamka dzigsiego.

b)Zamiana utamkow dziegnych na zwykte.

OUtamki dziesgtne skaiczone: utamek rownoway utamkowi dziesithemu ma w mianowniku

liczbe naturaln uzyskam z utamka dziegsinego po pomiriciu przecinka; mianownikiem jest liczba 1
z tyloma zerami, ile jest cyfr po przecinku utamkip.:

448—ﬂ3 7523—E3
T 10C Y 7 100C

OUtamki dziesgtne okresowe:

1°s Utamek réwnowany prostemu okresowemu utamkowi dziggsemu ma licznik &dacy réznica
miedzy liczla powstad po pomingciu przecinka utamka a licalyéwna cyfrze poprzedzgjej
przecinek. Jego mianownik jest liczpowsta4 z tylu dziewatek, ile jest cyfr w okresie.

425-4 421
Np. 4,(25)= 99 :E

» Ulamek réwnowany mieszanemu utamkowi okresowemu ma w licznikini& miedzy liczla
powstata przez pominiecie przecinka utamka a Hamfworzona przez wszystkie cyfry, ktore

poprzedzaj liczby napisane w nawiasie. Mianownikiem jestiazpowstata z tylu dziewatek, ile jest
cyfr w nawiasie, z tyloma zerami, ile jest cyfr pzecinku, ktore nieasw okresie.

N 0.19(4 194-19 175
P- 019 =750 =90
2°(metoda rachunkowa)
Np.0,(3) 0,3333.....=[10
3,3333=.10x
3,333..... - 0.333..18x - x
3 =9x
1
X3
Przykiad.
Zamier na utamek zwykty 0,127127....
Rozwhzanie: 0,127127.....= XI¥000

127,127/~=.1000x
127,127..... - 0,127127.....= 100@x

127 = 999x
« = 127
- 99¢
3. Procenty.
Jeden procent (1%) pewnej liczby jest to sem&cdej liczby.
Np.
: .18
18% liczb§ Wyn03|1—0c (M0 =4,2
Z okreslenia procentu wynikajnastpujace dwie reguty:
% liczby a w nosilo—[a
p~7o yawy 10C
oraz

b[100

liczba, ktérej p% wynosi b, réwna jest

a) Jeden promil (1%9pewnej liczby, jest to tystzna czsc tej liczby.
Np.

. .3 a
3,%eczby 48 Wyn03|100( (48 =0,144



Uwaga!
1% = 10%,

Przykifad.

1) Znajd: liczbe, ktérej 128% wynosi 512.
. . 128
128% ligzb wynosi — k=512

10C
32 X =512
25
32x = 12800

X =400
Odp. Szukamliczba jest 400.

2) Jakim procentem 14 jest 112 ?
X
% liczth i—[14=112
X% licz 1lslwyn05|:LOC

X =112
50
x =800
Odp.: 112 to 800% liczby 14.
Zadania.
Zad.1
Oblicz : 1,2857142857140,3636....
Rozw.: Dane utamki dziegne zamieniamy na utamki zwykte.
1,285714285714...=1 + 0,2857142857 0,3636...= X100
0,285714285714...= Xl/000000 36,36....= 100x
285714,285714....= 1000000x 36,360,3636 = 100x - x
285714,285714... - 0,285714...6Q0DOX - X 36=99x/:9
285714 = 999999x / :142857 4 =11x
4
2=7 =
X X T1
-
7
1,285714285714....= 2.9 0 3636i
’ == ’ 11

Podstawiajc mamy
9 4 99 28 71

7 11 77 77 77

71
Odp..ﬁ.

Zad.2
Dlugas¢ boku kwadratu zvekszono o 10%. O ile % swej patkowej wartgci zwigkszyto st pole
kwadratu.

Rozw.:
diugas¢ boku kwadratu pole kwadratu
przed wydtdzeniem: a 2 a
po wydtuzeniu: a 11 11 )? 121
T (—aj =—a°
10 1 10 100



, .21 . : :
Pole zwgkszyto s¢ 0 10C swej wartdci pocztkowej &.

Odp.: Pole kwadratu zekszyto st 0 21%.

Zad.3
1
Kawatek metalu zvekszyt obgtos¢ na skutek ogrzania?% swej pocatkowej obgtosci. Wyraz w

% ubytek ctzaru wia&ciwego.

Rozwhzanie:
Oznaczamy P. - ¢tar metalu, V - objtos¢ przed ogrzaniem,.d cigzar wiasciwy przed ogrzaniem, d
- Cigzar wiaciwy po ogrzaniu. Mamy wc:

P P 200P
VIR = =%y
0 +— 0
VO 20C VO
Procentowy ubytek etaru wiaciwego:
j_ 200P
d —-d V 201V
x=—0 10096=—9 0 1g09e=10,
d0 P 201
V
0
100
— 0
Odp. 201 %o

IV.Liczby niewymierne.

Zbior liczb wymiernych jest niewystarczeay dla analizy matematycznej; pominie, jest wszdzie
gesty, zbior ten nie wypetnia catej osi liczbowej.yWkezdemu odcinkowi moc przypasdkowat
liczbe stanowica jego dtugdé rozszerzono pegie liczby, wprowadzagliczby niewym.ier

n e. Talg jest na przykiad liczba, ktérej kwadrat réwny jBst.iczle te oznaczamy\/i :

Tw. \/Ejest liczka niewymiern.
Dowod:

Przyjmijmy nie wprostze \/Ejest liczka wymierra. To oznaczaze mana p przedstawd w
postacig. Przyjmijmy ponadtoze NWD(p.,q) = 1, tznze V2 przedstawiBmy w postaci utamka

nieskracalnego.

2=
3
Y
2= q—2
2¢° = p’
Wynika std, ze liczba p. musi byparzysta, tzn. mma jp przedstawd w postaci p. = 2k (k C).
2q7 =(2K*
2q° = 4Kk?
q2 - 2k2

Wynika std, ze q musi by parzyste.
Skoro p. i g § parzyste, to obie dzieki¢ przez 2 co jest sprzeczne z zaoiem,ze NWD(p.,q) = 1.
Otrzymalémy sprzeczngt. Zatem~/2 jest liczly , niewymiern.

c. n.d.



Liczby niewymierne mma podé z nadmiarem lub z niedomiarem.
1(~2( 2

1,4(~2(15

1,41(2( 142
1,414( 2 ( 1415
1,4142( N 2( 14143

wyniki z niedomiarem wyniki z nadmiarem

Zauwamy, ze r@nica kolejnych przybfien z nadmiarem i niedomiarem jest coraz mniejszgy dlo
0 i wyznacza rozwircie dziesitne Iiczbyx/i.

V2 =14114113562.....
Jest to rozwindcie dziesgtne nieskaczone i nieokresowe.

1.Przyblizenia liczb. Blad bezwzgédny, btad wzgledny.
Potrzeba przeprowadzania oblitzktania nas esto do postugiwania sprzyblizeniami liczb.
Niech a oznacza przybénie liczby a.
Def. Btad przyblizenia a liczby gjest to liczba
b=a-a
Liczbe - b, przeciwn wzgledem b nazywamy poprawk
Def. Btad bezwzgtdny przyblienia a liczby gjest to liczba

A=la- g
Def. Btad wzgkdny (wzgkdem przyblienia a) jest to liczba
a_
5 [a-a
a

Jezeli a< &, to a jest przybkieniem z niedomiarem,jeli natomiast @ &, to a jest przyb#eniem z
nadmiarem liczby a
Przykiad.

o 13 . .
Zamieniajc u+amek§ na utamek dziestny otrzymamy 1,444...... Memy tu poprzestana jednym
Z przyblzen dziesgtnych: 1,4; 1,44; 1,444,

13
Jezeli zasypimy u+amek§jego przyblzeniem dziesitnym 1,44, to napiszemy

13
9 1,44
W tym przypadku popetniamy du:
b=1,44 13 =- 1
9 22t
_ 13 1
btad bezwzgtdny A= ‘1,44—33‘ =525
bhd d o= 1, -1
oraz bhd wzgkdny = 225T]q44_@

2.Dziatania arytmetyczne na liczbach niewymierngkheslone & za pomosg dziatax na
przyblizeniach wymiernych tych liczb
np. a=v2=14142....

b=v3=17320....

a+b=/2+3=31462.....



W wyniku dziata na liczbach niewymiernych niemy otrzyma zaréwno liczk wymierm jak i
niewymierra. W praktyce zamiast dziatana przyblieniach pozostawiagivynik w postaci np.

a+b=+2+/3=31462...
3. Liczby postaci a + bJc a,be W ; ceW.0{0}

Tw. Liczby postaci a + b2 & niewymierne.
Dowdd.

a+f2 =w ve W
¥ =w-a B0
w-—a
V2 = b
Przyjmijmy nie wprostze liczba a + K2 jest rowna w, ktéra jest licatwymierm. Zauwamy
ponad toze kiedy od liczby w odejmiemy liczta i podzielimy przez b otrzymamy liczb wymiern
poniewa liczba wymierna podzielona przez ligzlvymierm da rownie liczbe wymierra. Z tego

widac, ze zachodzi sprzeczfg dlategaze, jak wczéniej udowodnionov2 jest liczly niewymiern,.
Doszlismy wigc do wniosku, 4 liczba a + h/2 jest liczky niewymiern,. c. n. d.

Tw. Jezeli ¢ jest ustalomliczba, to suma, rénica, iloczyn i iloraz liczb postaci a N jest liczly
postaci a + Kc.
Dowdd.
Niech dane dda dwie liczby postaci a +4c:
A=m+nm/c
B=p+aq/c
Wtedy:
e dla sumy
A+B=(m+rc)+(p+a/c)=m+p+n/c+gec= (m+p)+ (n+agNc
a bvc
* dla r&nicy
A-B=(m.+Rc)-(p. +q/c)=m.-p.+n/c-gvc=(m-p)+ (- agNc
a bvc
* dlailoczynu

AB =(m. +nJE)(p.+qJE):mp+mq/E+ np\/E+ nc =(mp+ nc)+ (mgt np)/_c

a bv/c
* dla ilorazu
A _m+ nx/T:Dp—q\/T:_ mp - mq\/_c+ np/_c— gnc_ (mp-gnc)+ (np- qu)/_c_
B p+aq/c p-a/c p’ - g’c p*-q’c
_m
p qnc+ n;z) mq\/—
S pP-d’c pP-of
a bv/c
c. n. d.
a) Usuwanie niewymierroi z mianownika.
Przykiad.
1 2+3/2 2+3/2 4= V2 _8-2/2+13/2- 6_2+10/2 _1+5/2
4+\/_ 4+J§4J‘ 16-2 14 7

1 N2+ +V5_ V2443445 _2+V3+45

) A T R e s o U6



_12+4/18+30_2/3+3/2+30

12 12

Zadania.
Zad.l
Usuh niewymiernd¢ z mianownika:
1

J10-V15+J14-4 21
1 o E%ﬁ—ﬁ)(fﬂfs)_(@—ﬁ)(fmfs)_
NG NPINE NG NP RN R ARV NN Iy W) N PN R o [P
(335
2

Zad.?
Udowodné, ze

320+ 14/2+3 20- 14/ 2= 4

Rozw.: Poniewa

20+14/2= 8+ 12 2+ 12 4 2 2 B/ 2 B¢ )2+(V)2=( /)2

oraz

20- VR =8-12/2+ 12 2/ = 2- @23/ 2 By p-(V )2

wiec lewa strona rowrigi rowna jest
o) +{llo- v = 2rvor 242= 4

c. n. d.

(2 )2

V.Zbiory ograniczone.Kresy.

Niech A kedzie niepustym zbiorem liczb.
Def. MOwimy, ze zbior A jest ograniczony z dotusjeistnieje liczba m. nie wiksza od kadej liczby

zbioru A.
[[[ msx

m xeA

Liczbe m. nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A.
Np. Zbidr liczb naturalnych N = {0, 1, 2, ...} jesgraniczony z dotu liczbami np. -55, -1, O.

Def. Kresem dolnym zbioru A nazywamy napksz z liczb ograniczajcych zbiér A z dotu |
oznaczamy
inf A

Np. Kresem dolnym zbioru liczb naturalnych jestitif N =0

Def. MOwimy, ze zbibra jest ograniczony z gory,jeli istnieje liczba M. nie mniejsza od4dej
liczby zbioru A.

[[[ xsM

M xeA

Liczbe M. nazywamy ograniczeniem gornym zbioru A.
Np. Zbior liczb catkowitych ujemnych_€]...,-2,-1} jest ograniczony z gory liczbami np. 24.

Def. Kresem gérnym zbioru A nazywamy najmni@jzliczb ograniczagcych zbiér A z gory i
oznaczamy sup A.



Np. Kresem gornym zbioru liczb catkowitych ujemnyeht -1.

Def. Jezeli zbior A jest ograniczony z goéry i z dotu, to widny, ze jest ograniczony.

Zadania.
Zad.1l
Podaj przyktad zbioru

L L

m,M xeA

m< x< M

a) ograniczonego z gory i nieograniczonego z dotu.
b) ograniczonego, ktérego kresy najelo niego
C) ograniczonego, ktorego kresy nie rialdo niego.

Rozw.:
a) W, C,A={x;x<4,7}

1
b)A={y=13-;;x¢0}
c) A={x; 1 <x<23}

sup G -1

Zad.2
Uzupetnij tabelk:
Kres dolny | Zbi6r Kres goérny
{remgn o

A=9x;x=—-ninON
2

B { L 0 N}

=9XX = I n

(-3)"

D:{x;x:n+2 [ nDl\}

E:{x;|x] > 1ix0 F}
F={x;|x] < 2ix0O F}
G=R\R
+
Rozw.:
Kres dolny | Zbiér| Kres gorny
0 A 1
1 B 1
3
-1 C 0
2 D | nieistnieje
nie istnieje E nie istnieje
-2 F 2
nie istnieje G 0
Zad.3

Ktore z podanych nej zbioréw maj kres dolny lub gorny

a) C\N,

b){x:x OR i x>1}{x:x OR i x>0}
) (X xOR i x=22}n{x:x OR i x<10}.

Rozw.:



a) Kres dolny nie istnieje, kres gorny - 1.
b) Kres dolny 0, kres gorny nie istnieje.
c) Kres dolny 2, kres gorny 10.

VI.0$ liczbowa.Przedziaty.

1. Os liczbowa jest to prosta z zaznaczonym punktemviyarg jednostl i zwrotem.

A(a)
1 i ?
0 1 a
Punkt O dzieli progtna dwie potproste, punktom jednej z nich przypdkowujemy ich odlegi&t od
punktu O, a punktom drugiej potprostej liczby pinge do ich odlegtci od punktu O.
Liczbe a przypisaa w ten sposéb punktowi A nazywamy wsp@tiza.

X

2. Liczby rzeczywiste na osi.

* Liczby naturalne.
Aby zaznacz§ na osi liczbowej wszystkie liczby naturalne rgledktad& kolejno w pravg strorg
jedm jednostk.

N
T T T T T ?
o 1 2 3 4

* Liczby catkowite.
Aby zaznacz§ na osi liczbowej wszystkie liczby catkowite nateodktad& kolejno w prawo, a
nastpnie w lewo od punktu 0 odcinek jednostkowy.

* Liczby wymierne.
Aby zaznacz§ na osi liczby wymierne natg skorzysta z twierdzenia Talesa.

e

AN
f /

r X
0 1

W=
WIN T

* Liczby niewymierne.
Aby zaznacz§ na osi liczby niewymierne nafg skorzysta z twierdzenia Pitagorasa.

V2

\%

| N X
0 142

Uwaga.
Kazdy punkt na osi liczbowej ma doktadnie jadmspotrzdna rzeczywis i odwrotnie.

3.Przedzialy.
Przedziat liczbowy jest algebraicznym odpowideern odcinka, jest wc to zbidr liczb (punktow)
lezacych na osi pomgdzy dwiema liczbami zwanymi Keami przedziatu.

Def. Przedziat otwarty (a, b) okilamy nas¢pujaco:
x (@, b)= a<x<b

W przedziale tym nie ma liczby najmniejszeje ma liczby najwikszej. Liczby a i bsgkresami:
dolnym i gérnym zbioru (a, b).



Def. Przedziat zamkigty (domknkty) <a, b> okreslamy nastpujaco:
Xe<a, > < asx<b

Uwaga.
Nierowndci < oraz > nazywamy mocnymi (ostrymi) w oéndeniu od nieréwngci stabych

(nieostrych)x oraz=; przypominamyze
&b- (a<b)d(@a=h)
W przedziale zamkeilym <a, b> istnieje liczba najmniejsza a oraz liczba naksia b.

Def. Przedziatly lewostronnie domkiy <a, b) oraz prawostronnie domktyi (a, b> okreslamy
nastpujaco :

Xe<a, b)= asx<b

x (@, b= a<x<b

Def. Przedziatly nieograniczone (niesikkaone) okréamy nastpujaco:
Xe (@, 40) = X >a
Xe<a, ¥0) = XxX=a
Xe (-0, b) = X <b
Xe (-0, B> = x<b
Przykfad.
1) Zaznacz na osi:
a) (-4, 1>
b) (o0, 2>
c) (1,)

P
\%

2) Zapisz za pomagcprzedziatow:
aR
b) R.0{0}
c) {x; 1<x< 3}
d) {2}

Rozwigzanie:
a) (-c0, +o0)
b) (-0, 0>
c) (1,3
d) <2, 2>

Zadania.
Zad.1
Wyznacz A B, A\B, A'IB’, B\A" jezeli
A = (-0, 2>, B=(-1,5).
Rozw.:



a) AnB = (-1, 2>

~ AN
4 T T 7
-1 0 1 2 5
b) A\B = (<o, -1>
| XX RS
1 T T "7 %
-1 0 1 2 5
c) A'B = (-00,-1>[1(2, )
T 1 N
-1 0 1 2 5
d) B\A'= (-1, 2>
N S N
T T 7 x
-1 0 1 2 5
Zad.2
Zapisé zbiory bez aycia symbolu wartéci bezwzgednej.
a) {x: X <2}
b) {x: x-1<4}
c) {x: Ix+4<2}
Rozw.:

a){x: X2}  {x -2s x<3 = {x x0O<-225}
b){x: x-1<4} o {x -4<x-1<4 = {x -3<x<}3«=>{ x: X3 (-3, '.}p)
oOfx Ix+4<2} = {x: -2<x+4<2 «{ x -6<x<-}2«:»{ x: X1 (-6, -i)

Whiosek.
W ogélnym przypadku zbidk: |x -t < k} , gdzie k > 0, mzna zapisajako przedziat liczbowy:
{x: Ix-|<k} = {x -k+t<x<k+t = {x: xD(-k+t,k+t}

/ N\
| C 7 %
-k+t t k+t

t - Srodek przedziatu, k - odlegté koncow przedziatu od jegérodka

Zad.3
Podé& interpretacj geometrycza na osi liczbowej zbiorow:

a) {X' X+1<2}
Cox-1

b) {x: x? +2x+1< g

c) {x: IXx>00x=0
Rozw.:
a) Rozwiazujemy nierownécé




X+1-2x+2 )
——<0 /lx-
1 x -1

(3-x(x-)<0
xO(-e0, J0(3,e0)

V

r \
0 1 3

b) Rozwiazujemy nieréwnéc
x> +2x+1<0

(x+1%°<0
x=-1

f >

-1

c) {x: [Xx>00x=0 =0

VII.Grupa.Pier scien.Ciato.

1.Grupa.
Bierzemy pod uwagzbidér dodatnich liczb wymiernych WZbior ten ma nagpujace wia&ciwosci:

a) W zbiorze W okreslone jest mngenie
[(xe Wy) O(yeW,)] = (xy) e W,

b) Mnozenie jestdczne
(xy) [z = xQy L&)

c) W zbiorze W istnieje element jednostkowy (a mianowicie licA)daki,ze dla kadego xe W.
Xl =1k =X

d) Dla kazdego xe W. istnieje w zbiorze Welement odwrotny ( a mianowicie I|czb)?) taki, ze

1 1
xF=—-kk=1
X X

Zbior, w ktérym g spetnione powssze warunki, nazywamyrupa ze wzgedu na dziatanie
(mnazenie).
Zbior W, stanowi grup, z mnaeniem jako dzianiem grupowym.

2. Pierscien.
Bierzemy pod uwagzbior liczb catkowitych C. Zbiér ten ma nggtijace wiaciwosci:
a) W zbiorze C g okreslone dwa dziatania: dodawanie
(¢ C)U(yeC)]= (x +y)eC
oraz mnaenie
[(x¢ C)U(yeC)]= (xy)eC
b) Dziatania: dodawanie i mzenie g przemienne idczne, a ponadto maenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania.
c) W zbiorze C okrédone jest dziatanie odwrotne do dodawania - odejaroe/
[(x C)O(yeC)]=(x-y)eC
Zbior, w ktérym spetnioneagpowyzsze warunki, nazywanyierscieniem.
Zbiér C jest pigicieniem liczbowym.

3. Cialo.
Rozwamy zbior R.



a) W zbiorze R okréone g dziatania: dodawanie i maenie
[(x R)O(yeR)]= X+y)eR
(e R)O(yeR)]= (x¥)eR
b) Dziatania te gstaczne, przemienne oraz miamie jest rozdzielne wzglem dodawania.
c) W zbiorze R istnieje element zerowy (modut dodawpaimianowicie taka liczba (@ dla
kazdego xe R
Xx+0=xX
oraz element jednostkowy (modut nkeaia) a mianowicie taka liczba (g dla kadego xe R
X =x
d) W zbiorze R okrédone jest dziatanie odwrotne do dodawania - odejaroe/
[ R)O(yeR)]= (x-y)eR
oraz dziatanie odwrotne do mmmia - dzielenie - z wytkiem dzielenia przez 0.
[(x R)O(ye R0})] = (x:y)eR
Zbior, w ktérym spetnioneagpowyzsze warunki, nazywamgiatem.
Zbior R jest ciatem liczbowym.

VIIl. Zadania do samodzielnego rozmywania.

Zad.1.
Obliczy

(a\/g ++/bc+4/ 4a6°j(x/_ab+ dg -{4ap c]
dlaa=1,851,b =3, c=0,149.

Zad.2.

12
Jaka jest 69-ta cyfra za przecinkiem w rozedgni dziesgtnym Iiczbyﬁ ?

Zad.3.
Stopiono 1200 g srebra proby 0,750 i 800 g srebbby 0,875. Jakiej proby jest otrzymany stop?

Zad.4.
Znale¢ kresy zbioru odlegkei punktu a od punktu b, dei punkt a nalgy do kota o promieniu
r = 4, natomiast b do kota o promieniu r = 6. Ketastyczne zewgtrznie.

Zad.5.
Sprawdz, ze
a) zbior W jest ciatem,
b) zbiér N nie jest pigcieniem.

Odp.owiedzi:

1)6, 2)1, 3)0,8, 4)0,20






