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GEOMETRIA

Temat: wiadomdaci wskepne.

AKSJOMAT - w, ktérym zawarta jest pewna nieudowadnialna praddst to pewnik.
Aksjomatow nie udowadniacsi

NAUKA DEDUKCYJNA - nauka opierajca st na zbiorze aksjomatow, pewnikéw.

GEOMETRIA - dziat matematyki , ktérego przedmiotem jest badéigier geometrycznych i
zaleznosci migdzy nimi.
FIGURA GEOMETRYCZNA - dowolny zbiér punktéw.

Kawatek historii geometrii!

Geometria rozwijataesod najdawniejszych czasOw. Istniata gtdwnie jakaka praktyczna
( pomiary odlegtéci, konstrukcje budowlane ). Pierwsze proby budgegmetrii jako nauki poefo
w VI wieku p.n.e. w Grecji, tam tenadano jej hazgigeo -ziemia,metro- mierz.

Grecy w m§t koncepcji przyczyna powoduje skutek odpowiadalidwa pytania: jak? i
dlaczego?. Geometria postuguje abstrakej ( mysleniem abstrakcyjnym ), to jest oderwaniem od
konkretnej materii niezmiennym w czasie.

Ztoty wiek Grecji dat kilku wybitnych ucmgch:

Tales z Miletu, Pitagoras, Arystoteles, Zenon 2,Bechimedes.

Z czasem geometria ulegata rozwojowi gawaty coraz to nowsze jej gaie. W odrodzeniu
powstata geometria rzutowa. Na przetomie XVII i XMiieku powstata geometria analityczna
(Kartezjusz ) zwgzana z powstaniem nowych linii. W XIX wieku powst@eometria riniczkowa
( Riemann ). Pozwalata onagdiy innymi wyznacz§ kat przececia krzywych postugac sk
rachunkiem pochodnych. Réwnolegle npdtpowrot do rozwaan czysto geometrycznych daj
podstawy geometrii wykiine;.

Pod koniec XIX wieku matematycy ( Lobaaaki ) pracowali nad zaprzeczeniem aksjomatéw
Euklidesa co w efekcie doprowadzito do powstan@angetrii nieeuklidesowej ( geometrii
tobaczewskiego ).

ELEMENTY ( matematyczne dzieto EUKLIDESA).

Euklides wydat swoje dzieto w Il wiekun.e. Zawierato ono cabwczesna wiedgz
matematycza Zostato wydane we wszystkickzykachswiata. Euklides przyt bez dowodu kilka
twierdzen, ktore nazwabksjomatami ( pewnikami ) i z nich wyprowadzit wszystkie poraie
twierdzenia geometrii.

Dowodzc tw. geometrii powotujemy sina aksjomaty i twierdzenia poprzednio udowodnione.
Teoria dedukcyjna musi by
- niesprzeczna - aksjomaty maggowadzt do jednoznacznie brzguych zda
- niezalena - jeden aksjomat nie @by wnioskiem innego
- zupetna - kade twierdzenie musi dasic udowodné z uktadu aksjomatow

Elementy Euklidesa sktagaje ze wstpu i XIlI ksiag. We ws¢pie znajduje si 35 okrélen,
5 aksjomatow i 5 postulatéw.

KSIEGA | - Twierdzenia o tréjkach ( m. in. Twierdzenie Pitagorasa ) i prostych.
KSIEGA I - Algebra przedstawiona w spog@ometryczny.

KSIEGA LIV - Teoria okegu. Wielokaty wpisane i opisane na @gu.

KSIEGA V - Teoria proporcji.

KSIEGA VI - Teoria podobistwa.

KSIEGA Vi -

KSIEGA VIII - X - Arytmetyka liczb naturalnych.
KSIEGA XI - XIII - Stereometria ( geometria przestrzann
System geometrii euklidesowej posiadabipe luki , ktére zostaty uswté przez Hilberta w
1899 roku. Hilbert ogtosit wolpnod luk geomets euklidesow.
Geometria euklidesowa powstaje z geometrii absejwtnpohczeniu z aksjomatem Euklidesa.
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AKSJOMAT EUKLIDESA - przez kady punkt przechodzi doktadnie jedna réwnolegta do

danej.
Pojciami pierwotnymi geometrii absolutnej s

1.Relacje:
» €7 -incydencji ,przynalenosci”
» |7 -rozdzielania
. =7 - przystawania
2 Zbiory:
{A,B,C,...}- punkty
{a,b,c,...} - proste
{ a,6,x,...} - ptaszczyzny
Opiera st ona na czterech grupach aksjomatow: - incydencji
- rozdzielania
- przystawania
- ciagtosci
Przyktady aksjomatéw :
1.Z kazda prost incydentne §co najmniej dwa punkty.
2.Jeeli A|B|C to punkty ABC s wspétliniowe.
3.0d dowolnego punktu o nakeego do prostej p ntoa jednoznacznie po obu stronach agéo

odcinki 0,0 i 00, przystajce do danego odcinkAB.

A 'B

B=00= 0Q,

Temat: Podstawowe pegia geometrii.

I
Def. Odlegtccia (metryka ) nazywamy funkej d ,ktora kadej parze punktow przypagdkowuje
nieujemnm liczbe rzeczywiss oraz spetnia warunki:

1)d(AB)=0~ A=B

2)d(AB)=d(BA)

3)d(AB)< d(AC)+d(C,B) -nierowrio trojkata

Przyktad

1) Odlegtai¢ na ptaszczinie
A(12) B(44)

d (AB)=(X = %) + (Yo~ ¥,)° =

=V3? +22 =413

2)



GEOMETRIA

A(12) B(44)
d(AB)=2+3+4=9

2 '—1‘,&
=

1 4

Def. Odcinkiem nazywamy zbiér wszystkich punktowaleych pomedzy punktami A i B oraz
punkty Ai B .

AB ={ P.; A|P|B]AB}

A N B
F
Def. Dtugoscia odcinka AB nazywamy odlegia jego kacow i oznaczamﬁ/ﬁ?:‘ lub (AB)
Def. Punkt O nalgacy do prostej k dzieligtprosty na dwie czsci zwane pét prostymi.
Jezeli dane g dwa punkty O i A to p6t prosto pocatku O i przechodga przez punkt A nazywamy

zbior wszystkich punktéw P. takiche:
QP| A lub O|AP.

F
Def. Dwie pét proste o wspolnym pogtku nazywamy ktem.

# A&DB
Py

o}
[s]

UWAGA:
Def. Cze$¢ ptaszczyzny wyeita przez dwie pot proste o wspélinym patka nazywamy ktem.
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1) Jezeli ramiona lgta pokrywaj sie to kat nazywamy zerowym.
2) Jezeli ramiona lgta uzupetniaj sic do prostej to & nazywamy potpetnym .

: ~ katy wierzchollkowe
O{ katy dopelnajgee
g o
A
/< katy odpowiadajace
E r
I [+
X Lkaty naprzemianlegte
B
A
legty jednostronne
ZEWHEITZNe
A/
A
‘ leaty ednostronne
ZEWNELTNE
LS
= leaty ednostronne
. WEWLETZNE




GEOMETRIA
Def. Okregiem osrodku O i promieniuxO nazywamy zbior punktoéw ptaszczyzny, ktorych
odlegta¢ od punktu O jest rownarr.

oo,nN+

Def. Okregiem osrodku O i promieniuxO nazywamy zbior punktow ptaszczyzny, ktérych gtbéc
od punktu O jest rownarr.

O(0,n= P.:d(O,P.)=¥

0

Jezeli r = 0 to okag nazywamy zdegenerowanym.

Def. Kotem osrodku O i promieniuxO nazywamy zbior punktéw ptaszczyzny, ktérych ottiégod
punktu O jest nie wksza nk r.

k(O,NHP.;d(O,PXx 1}

.

Figure nazywamy ograniczanjesli zawiera s§¢ ona w pewnym kole.
Figure nazywamy nieograniczanesli nie zawiera sj ona wzadnym kole.

1.0dcinek jest figur ograniczoa.

®

2.Kat jest figul nieograniczomn

®

Def. Otoczeniem kotowym pkt.A opromieniu r nazywamy zHiB.:d(A,P.xr}.
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Def. Punktem brzegowym figury F nazywamy punkt takiw kadym jego otoczeniu kotowym
znajduj sie zarbwno punkty nie natece do niej.Zbidr wszystkich punktow figury nazywamy
otoczeniem brzegowym figury F.

®

Def. Otoczeniem kotowym pkt. A o promieniu r nazywamydz§ P, d (A, P¥ r}.

Def. Punktem brzegowym figury F nazywamy punkt takiw kadym jego otoczeniu kotowym
znajdup sie zardwno punkty nie natece do niej. Zbiér wszystkich punktow figury nazywam
otoczeniem brzegowym figury F.

@

Def. Punktem wewetrznym figury F nazywamy punkt, ktory ma otoczengavarte w figurze F.
Zbior wszystkich punktow wewdtrznych nazywamy wgtrzem figury F.

Def. Punktem zewgtrznym figury F nazywamy punkt , ktéry ma otoczew@ne od punktow figury
F.
Zbior wszystkich punktow zewitrznych nazywamy zewtrzem figury F.

.
' v

&

Def. Figure F nazywamy wypulktjesli kazdy odcinek, ktérego ke nalea do figury F zawiera si
w figurze F.

PRZYKLAD

1) Figura wypukta
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2) Figura niewypukia

4

Il. Prosta na ptaszczyie.

Dwie proste leace na tej samej ptaszcaye mog

-mie¢ jeden punkt wspélny

-mie¢ wszystkie punkty wspoéine

-nie mie& punktéw wspolnych.

Def. Dwie proste k i | maice jeden punkt wspolny nazywamy prostymi przegimaji Sk.

X

k n I={P}
Def. J&li proste k i | g identyczne to méwimyze proste k i | pokrywajsie .Piszemy k = |
Def. Mowimy, ze proste k i | g réownolegte, jéli nie map punktow wspaolnych.

o
—

K|l = {knl = @k = I}

Tw. Relacja rownolegls prostych jest:

1) zwrotna &

2) symetryczna |[le=blja

3) przechodnia flanbjlc)=(al|c)

Def. Rodzirg wszystkich prostych rownolegtych do pewnej k naagw kierunkiem prostej k.

Def. Punkty lezace na jednej prostej nazywamy wspaoliniowymi (kodimgymi).

Def. Peckiem prostych o wierzchotku A nazywamy rodzinszystkich prostych przechagz/ch przez
punkt A.

N\
Vi
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[ll. Wielokaty

Def. Niech dane &da punkty A, A,,..., A, .

Sung odcinkow A A, + A, A+..+ A_, A nazywamy taman, przy czym kade dwa odcinki alboas
rozfaczne , albo majdoktadnie jeden punkt wspaolny.

Przyktad:
A
A3
Ay
Def. Jezeli:

-dwa kolejne odcinki nie zawietggic w jednej prostej

-kazde dwa odcinki nie mage wspolnego kica s rozlaczne

-kazdy wierzchotek tamanej jest wspolnymriaem co najwyej dwoch odcinkow,
to famamn nazywamy zwyczam

Def. Jezeli A = A, to faman nazywamy zamkita.

PRZYKLAD:
As=h Lo

Def. Wielokatem nazywamy sumtamanej zamkniej oraz figury ograniczonej wygej z
ptaszczyzny przeataman,.
PRZYKLAD:

a, b, ¢, d - boki wieloka

A,B,C,D - wierzchotki wielolgta
a,a,a,a, -kty wewrgtrzne wielokta
B.B.,.6.0, -lkty zewrtrzne wielokta
IV. Okrag

1. Wzajemne poteenie dwdch okygow.
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., AR N

rordaoene zewnetrenie rordqcene wewnetrane

ABR+r ABR-r

styczne zewnetrone styczne wewnetrzne

AB=R+r AB=R-r

prEZECcinajace sie

R-cAB>R+r

2. Twierdzenia o okigu

Tw.1 (o kacie mkdzy styczi a ckciwa)

Kat ostry medzy ciciwa i styczry do okegu przechodaca przez koniec eciwy jest rowny potowie
kata sSrodkowego odpowiadagego c¢ciwie.

Tw.2 (o kacie srodkowym i katach wpisanych )
Wszystkie laty wpisane w okqg i oparte na tym samym tuka dwne mé¢dzy sola i rowne potowie
kata srodkowego opartego na tym tuku.
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WNIOSEK:
Jezeli kat oparty jest ndrednicy to jest prosty.

N

Tw.3
Jezeli sieczne olkggu przecing sie w punkcie M to iloczyn diug@i odcinkéw kadej siecznej
zawartych mgdzy tym punktem i punktami przecia z okegiem jest staty.

E
M
D

MAIMB = MC[MD

WNIOSEK:
1)
A
M
D
MA? = MCCMD

2)
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= MC?

U
MA=MC
Tw.4

Warunkiem koniecznym | wystarcaaym na to aby czworek mazna byto wpisa w okrag jest
rownas¢ sum przeciwlegtych&ow czworokta.

@

UOA+0O0D=0B+0C

£=20B

a=20C
a+=2(0B+0C)
360° = A0B+0C)
18 =0B+0C

OA+0OD=0C+0B CND
Tw.5

Warunkiem koniecznym i wystarcaaym na to aby czworek mazna byto opisé na okegu jest
rownas¢ sum dtugeéci przeciwlegtych bokow czworaka.
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Oznaczmy punktami E,F,G,H punkty styczcicokregu z bokami czworadta.
Niech BF = x na mocy wniosku do twierdzenia zacltodz

BE =X
analogicznie

CF=CG=y

DG=DH=z2

AH = AE =w
BC =BF + FC=x+y BAAE+EB=w+X
AD=AH+HD=w+2z CDGG +GD =y+z
AD+BC=x+y+z+w ABCD =x+y+w+z

U
AB + CD =AD + BC
a+c=d +b
C.N.D.
Temat: Przeksztatcenia geometryczne.

|. WSTEP.
Def. Przeksztatceniem geometrycznym nazywamy funicjeksztatcaica zbidr punktow
ptaszczyznya, na zbior punktéw ptaszczyzmy

ffa - a
Def. Przeksztatcenie geometryczne jest fumkegyporadkowujaca kazdemu punktowi A o
doktadnie jeden punkt Al a. Punkt A’ nazywamy obrazem punktu A w przeksztaigd (A) = A’.
Def. Przeksztatceniem tsamd@ciowym nazywamy przeksztatcenie przypmzowane kademu
punktowi AJ a ten sam punkt.

AOa f(A)=A
Def. Punkt AJ a nazywamy statym w przeksztatceniu §ljé (A) = A.
Def. Przeksztalcenie geometryczne f nazywamy wzajenediegznacznym i jest
réznowartgciowe i ,, na”. Jéli f jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznaczmgnstnieje
przeksztatcenie t odwrotne do danego.

AOa f(A)=A =f1(A)=A
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o

Def. Niech dane &da przeksztatcenia f i g ptaszczyzay Wezmy dowolne Al a, niech f(A) = A’ i
g(A) = A” przeksztatcenie, ktére punktowi przypaedkowuje punkt A” nazywamy zieniem
przeksztatcenia fi g.

GNH(A)=glf(A)]=A"
Il. Przeksztatcenia geometryczne.
1.

Def. Przesungciem (translag) o wektor a nazywamy przeksztatcenie geometryczne

przyporadkowujce kademu punktowi AL a taki punkt A’(J a, ze AA= a.

—
=1
—
=}
Przyktad:
1. Znajd obraz : a - odcinka
b - prostata
C - okgu

w translacji o wektorv .
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7 p o

2. Jali punkt A jest punktem uktadu wspdétanych to:

i
Ay
a [ a ] a F’]
Al vl
[:I H

2

Def. Symetra osiows (Symetrg wzgledem prostej k) nazywamy przeksztatcenie geomete/czn
przyporadkowujace , kademu punktowi Pla punkt PTI a lezacy na prostej prostopadtej do k
przechodzcej przez punkt P w tej samej odlegiood prostej k co punkt P lecz po przeciwnej s&on
Piszemy:SK(P) =P

[2 [ v 7
/ /

/ /

PRZYKLAD:Znajdz obraz odcinka, trojta w symetrii wzgidnej prostej.
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k
iy A
B B
A k A
E E'
c|c

Def. Prost k nazywamy osi symetrii figury f j&li przeksztatcajc te figure w symetrii osiowej
otrzymamy ¢ sam figure.

S(P=F
I

>

a) symetria osiowa w uktadzie wspéidnych
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S ox ¥
{x‘ i 1Pz
¥ =-¥ |
|
I
I %
I
I
I
d o
F'iz.-v)
ZADANIE:

Dany jest czworost o wierzchotkach A(1,2), B(-1,-2), C(-1,2), D(1)-Vyznaczy obraz tego
czworolkgta wzgkdem osi a) OX, b) OY ic) prostej k : x = .
v

3--
g A
1--
3 2 0 23 *
1+
E—2 T
s
a)
v
3
Bl = Dl
———==
3 2 23
by

b)
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)
e
_;"l";." B C"
H
3 2 i 2 3
D : BII
a3+
c)
v
3
2
DIII . ﬁ"'
——] —t—=X
3 - k3
B"I T ISIII

Def. Symetry srodkowa ( symetry wzgledem punktu 0) nazywamy przeksztatcenie
przyporadkowujace kademu punktowi PJ a punkt P’, leacy na prostej OP, po przeciwnej stronie
niz punkt P, punkt O i oznaczan$y:

S(P=P
Def. Punkt 0 nazywamyrodkiem symetrii figury, jfi S (F) = F
PRZYKLAD:
Znajdz obraz czworoita ABCD o wspotrzdnych A(1,2), B(5,1), C(5,4), D(2,5).
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OBROT

Def. Obrotem ptaszczyzny dookota punktu Oab gkierowanyo nazywamy przeksztatcenie
ptaszczyzny przyposrlkowujce 1) punktowi O punkt O
2) punktowi0, taki punkt X’,ze: 0X = 0X’ oraz XO0X'=[ a i piszemy

0,00 =X
Punkt O nazywamyrodkiem obrotu, ad a katem obrotu.
2
/‘\ e
.-’F';L\’ £
£
UWAGA 1!
@
0

Jezeli a jest katem zerowym lub pelnym tc-o  jest odwzorowaniem #sama@ciowym

(odwzorowaniem zerowym ptaszczyzny).

UWAGA 2!
= =
. 0™ . . . G
Jerelia=180 to “o jest symety srodkowa. Znajdz obraz a) prostej, b)prostatie o .
PRZYKLAD:
DE-.’
Znajdz obraz a)prostej\"o |
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Tw. Ztozenie SbSa dwoch symetrii osiowych watgm prostych a i b, przecimaych s¢ w punkcie 0

pod katem ;/ =0 (zib), jest obrotem ptaszczyzny dookota punktu Oap[k = 2;/.

1)Obrot w uktadzie wspoterinych.
)

H
OP =0P'=r>0

X
Z AOAP:coy = ?:>x:rcosy

siny:%:y=rsiny

X'=rcos(y+a)
y'=rsin(y+a)
(*) sin(@+p) = simcog3+cosasinB
cosf+f3) = comco3-sinasinB
Podstawiamy do wzoru:
. X'=rcosy cogr—r Ssiy sior
( y'=rcosy sina +r siry cog
X'= Xcosa - ysina
y'= xsin a + ycosa
PRZYKLAD:Znajd> obraz wierzchotkow trogta ABC.

Z AOBP':{

A(1,4), B(3,2), C(1,-1) w obrocie wkoto pagku uktadu wspétrgdnych o lat skierowanizQOO.
X'=cos90° - 4 sin9@
{y': Sin90° + coVC
X'=-4
o
A'=(-4,1)
{x'z 3c0s90¢° — 2sin90
B :
y'=3sin9¢ + 2cos90
B'=(-2,3)
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o X'=cos90° + sin9@®
' y'=sin90° — coOC

C'=(1,1)
¥
4_-
A :
} } H
4 -3 2 -1 2 3 4
-1+ c
a4
S
4
2)Jednoktadni.

Def. Jednoktadnécia o srodku O i skali 80 nazywamy przeksztalcenie ptaszczyzny, ktére dogaralu

punktowi X przyporadkowuje X’ taki,ZeOS(' = S0X.
Def. Niech S kdzie danym punktem, k licalrzeczywis4 rozna od 0.Jednoktadricia o srodku S i
skali k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, kpanektowi X przyporadkowuje punkt X’ taki,

7:SX' = k SX.

Jednoktadn& o srodku S i skali k oznaczamy
JE(X)= X'= SX= kSX

PRZYKLAD:

1) k=3 J3(X)= X

Wiasndci jednoktadnéci.
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1
1.Przeksztatcenie odwrotne do jednokiadmskalii S jest jednoktadrioia o skalii S

2.Jednoktadn&@ zachowuje réwnolegkd prostych.

3.Jednoktadni@ zachowuje wspotliniowss i uporzdkowanie punktow.

4.Jednoktadni@ przeksztalcadt w kat przystajcy do danego oraz skierowany w rowny mati k
skierowany w rowny mudt skierowany.

5.Jednoktadn& zachowuje stosunek odcinkow.

6.Jednoktadn&& zachowuje stosunek odcinkow.

ZADANIE 1:
Znalez¢ obraz odcinka w jednoktadé@ o srodek O i skali k=2.
0
A B
n / \_ o
20T A
JAB)=AB
ZADANIE 2:

1
Znalezx¢ obraz tréjlsta ABC w jednoktadngci o srodku O i skali k:_E'

lII.SKLADANIE PRZEKSZTALCEN

Def. Niech dane &da przeksztatcenia f i g ptaszczyzay Wezmy dowolne Ala, niech f(A)=A’ i
g(A")=A" przeksztalcenie, ktére punktowi A’ przypzydkowuje punkt A” nazywamy zig@niem
przeksztatcenia fi g.

(of )(AEA)I=A

PRZYKLAD:
1.T. J2(X)

3.53(%
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4.32S(A
5.T.02(2)

6.J5S TO%( X
Temat: Twierdzenie Talesa.

Def. Stosunkami odcinkow nazywamy liczbowna ilorazowi diugdci tych odcinkow.

|AB  AB
Icof CD

Def. Méwimy ,ze odcinki \Ns{ [ ‘C_D‘ sa proporcjonalne do odcinkém‘ i ‘C—D‘ gdy :

A8 _ [co
|ABl |c'D]

Tw. (Talesa) Jeeli dwie proste | i I’ przecinage s¢ w punkcie O zostanprzecete prostymi a,b nie

przechodzcymi przez punkt O i rownolegtymi ,to odcinki wyazizne przez punkt O i proste a,b na
prostej i § proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczobngrzez punkt O i proste a,b na

prostej I'.

OA _OR
OB OB

Twierdzenie odwrotne do tw Talesa.

Jezeli ramiona lgta ptaskiego przetniesdwiema prostymi o diugei odcinkow wyznaczonych przez
te proste na jednym ramieniatll s proporcjonalne do dtugoi odpowiednich odcinkéw na drugim
ramieniu lgta ,to proste teasréwnolegte.
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B
A
g i B

OA _On
OB OB
WNIOSKI:

1) Prosta réwnolegta do jednego boku tebiki przecinajca pozostate dwa jego boki ,odcina z tego
trojkata , tréjkat o bokach proporcjonalnych do boku danego tiéjk
2) Odcinek hczacy srodki bokdw trojlata ma diugéc rowna potowie dtugaécé trzeciego boku.

c
; XE
B

DE—1 AC
"2

3) W trojkacie dwusiecznadta wewretrznego dzieli bok przeciwlegty na odcinki propamalne do
bokow przylegtych.
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AC _AD

AE~ AB

Tréjkat BCE jest rownoramienny ,zatem
CB=EC
AC_ AD
EA  AB
AC AD
AC+CE AD+BD
AD(AC + CE ) = AC(AD + DE)
ADAC + ADICE = ACAD + ACIDE
ADCE = ACDE
ADBC = ACDE
AD 'ACDB
" BC
AD__ AC
DBAC BC

[ DB

C.N.D.
Zadanie 1.

Majac dane odcinki o dtugei a,b,c podaj opis konrukcji prostghk, ktérego jeden z bokéw ma
diugci¢ a, za jego pole jest rowne polu prost@él o bokach diugwi b,c.

Niech ABCD kdzie danym prostaitem o bokach diugai b i ¢, KLMN prostokitem, ktory mamy
skonstuowé

D &

A B

Poszukiwany prostaek skonstruujemy, j@i skonstruujemy odcinek o dtuga d taki, ze:
ad = bc,

czyli
a_c¢
b d
. M
d
K : L

Zgodnie z powyszym warunkiem wystarczy skonstruawadcinek o diugéci d czwarty
proporcjonalny do trzech odcinkéw danych. Konstgawdcinek o dtugei d wykorzystujemy
tw. Talesa.

Konsruujemy odcinek o diugoi d czwarty proporcjonalny do odcinkéw o dhégios,b,c.
konstruujemy prostaft o bokach dtuggi a,d.
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Zadanie 2.
Podstawy trapezu mggllugaici a i b, za jego ramiona diugwi ¢ i d.Oblicz dlugéci x,y przedhien

obu ramion trapezu do ich punktu przec. Wykonaj obliczenia dla a=1,8 , b=1,2 , c=1¢51,2.

y="rd
c
(c+x)b cb
X = " = xa=cb+ xb= xa x= cb> ka b= cb :Xﬁ
cb
X=——
a-b
y="md
c
X = 1’5[:1]"2:@:3
18-12 0,6
3
=—M0,2=24
lSEL

Odp: Dtugdci x i y wynosa odpowiednio{y —34

Zadnie 3.
Wiemy, ze odcinki o diugéciach odpowiednio a,b,q proporcjonalne do odcinkow odtugmach

odpowiednio b,c,a. Udowodniie a=b=c.

Z deinicji proporcjonalngci odcinkow (% = ﬁ) otrzymujemy zwazek:
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skad:

b? = ac..i...a® = bc,
b> ac

2 bo

b®=a’

A wiec b =a.

czyli b=c i c=a, skd a=b=c.
c.n.d.
Zadanie 4.
W celu zmierzenia w terenie odleggodwdch punktydw A,B oddzielinych przeszko@taw) obrano
poza 4 przeszkod punkt C, ktérego odlegtdp od punktow A i B mana zmierzy. Na odcinkach CA

. . __ |cD| _|CcE| _2 . N .
i CB obrano takie punkty D i Ee— =-— = — .Ponadto zmierzono odcin¢lRE|=78. Oblicz

cA cB 5
odlegtagépunktéw A i B.
Odp:Punkty A i B oddaloneasd siebie o odcinelAB|=195.

Zadanie 5.

W celu zmierzenia w terenie odleggopunktdéw A i B, z ktérych punkt A jest niedgphy, obrano
punkt C nie leacy na prostej AB. Na odcinku CB wyznaczono punid4iekcy ten odcinek w
stosunku 2:3. Przez D wytyczono pepgiwnolegh do prostej AB, ktéra przega prosy AC w
punkcie E. Okazato size |DE|=5,4. Oblicz|AB|.

Odp: OdcineKAB| = 9 lub|AB| = 13,5.

Zadanie 6.
Podstawy trapezu mgltugaici a i b (a>b). Znak&€ dlugas¢ odcinka hczacegosrodki
przekatnychtego trapezu.

Odp: Odcinek ten ma diug@aT_b.

Zadanie 7.

Na jednym ramieniudta poczynajc od jego wierzchotka odtono kolejno odcinki o diugiach
a,b.c. W rzucie réwnolegtym tych odcinkdéw na drugimk kata otrzymano odcinki kolejno o
diugciciach c,a,b. Co powiesz o liczbach a,b,c?

Odp: Odcinki a,b,casobie réwne (a = b = ¢).

Zadanie 8.
W tréjkacie ABC prosta rownolegta do boku AB dzieli tenjkted na dwie czsci o rownych polach.
W jakim stosunku prosta ta dzieli wysakdrojkata?

Odp: Prosta ta dzieli wysok&danego trojita 1+ J2.

Temat: Podobigstwo.

Def. Podobiéstwem P. w skali S ( S>0 ) nazywamyz#ta wzajemne jednoznaczne przeksztalcenie
ptaszczyzny ,takieze jezeli P.(X) = X" i P.(Y) = Y’ ,to XY’ =SXY .
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Tw. Kazde podobiéstwo P° jest ziazeniem jednoktadriai J° i izomerii P°= J°

Wiasndci podobiéstwa:
1) Podobiéstwo zachowuje stosunek odcinkow.

1
2) Przeksztatceniem odwrotnym do poddisieva w skali S jest podokistwo w skalig.

3) Ztozenie podobigstw w skalii S i S, jest podobigstwem skalii S S, .

4) Przeksztatcenie isamdaciowe jest podobiestwem w skalii S=1.
5) Zbior wszystkich podobiestw tworzy grug przeksztatce.

Def. Figura f jest podobna do figury f'jeli istnieje takie podobiestwo P.ze P.(f) =f.
Piszemy wéwczasiT.

|. Podobienstwo wielokatow.
Dwa wielokaty sa podobne gdy majwszystkie lgty przystagce (odpowiednie ) i boki proporcjonalne
( odpowiednie ).

B D B’
{5 oo

a=alp=pLLy=ylLo=7
AIBI_BICI_CIDI_AIDI_S
AB BC CD AD
Katy tych wielolgtow s3 rowne.

[I.Cechy podobienstwa tréjk atow.
1)Tw.( cecha bok-it-bok )

L : A'B" A'C . :
Dane g dwa trojkaty ABC i A'B'C’ . Jezellﬁ = AC = [JA=0A, to trojkaty ABC i A'B'C’
sa podobne .
2)Tw. ( cecha kt-kat-kat )
Jezeli A= JAOOB=0B,tcAAABCC ABC
3)Tw. ( cecha bok-bok-bok )

AB AC B'C

Jezeli dane g dwa trojkaty ABC i A'B'C’ i zachodzi: AB - AC BC

o trojkaty ABC i A'B'C’

sa podobne.

Tw. (cecha kt-bok-kat )Dwa trojkaty sa przystagce jeli jeden bok i dwa Igace przy nim kty w
jednym tréjlkacie @ odpowiednio przystage do bokéw i dwdch iacych przy nim ktow w drugim
trojkacie.
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.l.ll:lﬂ.l
.l.&.l. B BI

Temat: Izometrie. Przystawanie figur. Cechy przystawaigart
[. Izometrie.
Def. Przeksztalcenie figury f zachowgg odlegtéci punktow tej figury (tzn. przeksztatcenie, w
ktorym odlegté¢ obrazéw dwdch dowolnych punktéw figury f jest mavodlegtdéci tych punktow)
nazywamy przeksztatceniem izometrycznym figury f.

Izometria jest to przeksztatcenie ptaszczyzny aazdzyzn zachowujce odlegté¢ punktow.
Def. Izometrg nazywamy przeksztalcenie geometryczne ptaszczyany o spetniajce warunki:
1)f(a)=a (funkcja jest ,na”)
2)j. f(A)=A" A(B)=A’ - AB=A'B’
WEASNOSCI IZOMETRIL.
1)Obrazem prostej jest prosta.
2)Obrazem odcinka jest odcinek.
3)Obrazem figury wypukiej jest figura wypukia.
4)Obrazem kota jest koto.
5)Obrazem wetrza i zewrtrza danej figury jest wgtrze i zewntrze danej figury.
Izometriami g:
- translacja
- symetria osiowa
- obrot
- symetriasrodkowa
II. Przystawanie figur.
Def. Dwie figury f if nazywamy przystacymi gdy istnieje izometria przeksztalgeq jedn figure na
druga. Piszemy:
fCf" C f=f"

WEASNOSCI FIGUR PRZYSTAACYCH:

1)Kazda figura jest przystaga do siebie same;. f=f

2)Jgli f przystaje do f', to f' przystaje do f. fesf'=f'=f

3)Jali f przystaje do f'i ' przystajedo f"to f pratajedo f". f = f'Cf'=sf"= f ="

Tw. (cecha BBB)

Dwa trojkaty sa przystajce j&li 3 boki jednego tréjkta s odpowiednio réwne trzem bokom drugiego
trojkata.

C &

AI
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AB=ABLBC=B'CLCA=CA

Tw. (cecha BKB)
Dwa trojkaty 1 przystajce, jeli dwa boki i kat miedzy tymi bokami w jednym troficie s
odpowiednio przystage do dwéch bokow idta migdzy tymi bokami w drugim trogcie.

¢
(Bl (B .
A . A

AB= ABL BC= B CIOg=0p8
Tw.(cecha KBK)
Dwa trojkaty sa przystajce, jeli jeden bok i dwa lgace przy nim kty w jednym trojlacie s
odpowiednio przystage do bokéw i dwéch fgcych przy nim ktow w drugim trojkcie.

¢ c
2 Bl B AN
4 - A

AB= ABOOag =0Oag'0B=04"
Temat: Twierdzenie Pitagorasa.

Tw. W trojkacie prostoktnym kwadrat diugéci przeciwprostoitnych jest rowny sumie kwadratow

przyprostolgtnych.
-
b a
h
£ I f B

[}

E=E:>b2:ce:> b=+ ce

b e

E:l:azch: cf

c a

M L h—efs h=fef

e h

D.a’+b’=cf+ce= e )= ce T
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c.n.d.

Tw. W trdjkacie prostoktnym przyprostoitna jestsredna geometrycza przeciwprostoitnej i

sSwojego rzutu na przyprostgka.

Tw. W trojkacie prostoktnym wysokad¢ opuszczona z wierzchotkatl prostego na

przeciwprostoltna jestsredni geometrycza odcinkdw na ki dzieli przeciwprostokna.

PRZYKIAD:W trojkacie prostoktnym ABC ,gdzie kt ACB jest prostoktny ,dane grzuty

przyprostoltnych na przeciwprostakia e = 1—56 f =% .Rozwiz dany tréjkt.

(0
h
. f
A I E
C
Dane:
:1—6’ :g c=5
5
b=+/ce
b=5é§-%=ﬁ&4
a=,/cf
a=.|500=0=3
h=,ef
_\/16@_\/144_\/144_12
h=.— = |21 "
55 25 25 5
Zadanie 1.

Wewnmntrz kata o mierzéC°dany jest punkt P. Odledié punktu P od ramiongta wynosz a i b.
Oblicz odlegtd¢ punktu P od wierzchotka tegath.

i

< ACB=60" 4
IDP=a
|PE|=b

ICP = x

Przez punkt P prowadzimy pra#B tak, by powstaty tréjkt ABC byt réwnoboczny:

(A8 =| Ad=| BQ)
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z A ADP wyznaczamy :
3 3
z A BEP wyznaczamy :
PNEY
BP =——
BR{ ==
Stad :

V3
CO{=|AR+[BR~| AD=—>(a+2 )
Z tw. Pitagorasa dlA CDP mamy :
2 2
X’ =|CO +& - ng\/3(a2+ abt 5).

Odp: Odlegté¢ punktu P od wierzchotka C wynosi= é\/3(a2 + ab+ bz).

Zadanie 2

Kazde dwa z trzech okgow s styczne zewgtrznie. Promié jednego okggu jestsredni
arytmetyczi dwdch pozostatych, @odki okregdbw s wierzchotkami tréjlgta prostoktnego.
Oblicz wart@¢ sinusow ktow ostrych tego trojta.
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er’ wtedy liczby r',r”r

Niech r',r”,r’” b ¢da promieniami danych okgow i r’>r">r"i r w

podanej kolejngci tworza ciag arytmetyczny rosgty, ktérego ranica x>o.

Stad:

F=r;r=r4x;r’=r+2x.

Poniewa srodki danych okeggow s wierzchotkami tréjlgta prostoktnego, wec niech:
a=r+r'''=2r'+X
b=r+r"=2r'+x ..i..a
C=r"+r""+2r '+

Z tw. Pitagorasa otrzymujemy réwnanie:

(2r+2x)" +(2+x)" = (2+X)" = r2=x2

Stad:
a=4r ]
rr=x-— b:3r'...i...sma—§—ﬂ..L...sin[?:—:E
. c 5 c 5
c=5r

I
E;
|||

Odp: Sinusy ktéw ostrych wynosgodpowiedniosing = :31

Zadanie 3.

Prosta styczna w punkcie P do @k 0 promieniu 2i pétprosta wychaga zesrodka okegu majca
Z nim punkt wspolny S przecinggie w punkcie A pod &tem o mierze6C°. Znajdz dugasé r
promienia okegu stycznego do odcinkéw AP,AS,i tuku PS.

|OR=2 ; |<PAO]=60C°

Przyjmupc oznaczenia jak na rysunku zauwgy, ze:
|OO’|=2+r;|OL|=2-r;|LO’ |=|PK|;|<KAQO’ |= 30°
Stosujc tw. Pitagorasa daé OLO’ mamy:
IPK|* = (2+1)* = (2-r)" skad..] PK = 2/2r

23

wA OPA: |AP|——

WA OKA: |AK| = r\/é

Korzystajc z rowndci:
|PK|+|AK |=|AP]
otrzymujemy réwnanie:

2J2r +4/3 = 2\/5
ktorego rozvm(zanle 1(0;2) stanowi odpowiedz.
Odp: Promié okregu wynosir = %(3— 2\/_2) .

Zadanie 4.
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Dlugaosci bokow trojlata prostoktnego tworz ciag arytmetyczny. Diug@ jednej z przyprostatnych
wynosi 6. Oblicz dlug& pozostatych bokéw oraz diugfowysokaci wzgledem przeciwprostaknej.
Odp: Pozostate boki magitugas¢ odpowiednio 8 i 10, a wysokéh =4,8 (lub 4,5, 7,51 3,6)

Zadanie 5.

W trojkacie prostoktnym ABC przyprostoktne mag diugas¢ 6 i 8. Na krotszej przyprostataej AC
jako nasrednicy, zbudowano okg. Obliczy¢ dtugas¢ odcinkéw, na jakie olig ten podzielit
przeciwprostoktna.

Odp: Odcinki te wynosgzodpowiednio 3,6 i 6,4.

Zadanie 6.

W prostokcie pohczonosrodki sysiednich bokéw otrzymuag romb, ktérego obwéd jest réwny 20 a
pole 24. Oblicz dlug@ bokow prostokta.

Odp: Boki te maj odpowiedniox =61y = 8.

Zadanie 7.

Na okrgu opisano trapez prostgRky. Obliczy pole trapezu jeeli wiadomo,ze odlegtd¢ srodka
okregu od kacow ramienia pochytlegagséwne 2 i 4.

Odp: Pole trapezu jest rowne P = 14,4,

Zxadanie 8.

W kole o promieniu 5 poprowadzono dwie réwnolegteievy oddalone od siebie o 1. Obliczy
dhugai¢ cieciw wiedzc, ze r&nica ich dtugéci wynosi 2.

Odp: Ckciwy map odpowiednio 6 i 8.

Temat: Tréjkaty. Punkty szczegéline.
PRZYKIAD:Udowodnij ze w trojkacie prostoktnym punkt styczni kota wpisanego dziel

przeciwprostoktna na dwa odcinki takieze iloczyn ich diugéci jest rowny polu tego trojita.
B

N

':' T F .n.‘lj'a.

X2 A2Xr+ 12+ y2+2yr+r12=x%*+ 2xy+ y?
2Xy + 2r% + 2yr = 2xy\: 2
Xr+r1?2+yr =xy
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o (x+r)2EQy+ r)

=%Eﬂxy+ Xr+ yr+r?)
(x+1)?+(y+n?=(x+r)’
P=%(xy+ xy)
P =Xxy

c.n.d.
Punkty szczegoblne w trgjkie:

T
[y I

h - wysokodt

g - drodlowa |

g - symetralna |

1)Trzy symetralne bokdéw przecinaic w jednym punkcie ,ktory jestodkiem okegu opisanego na

tym tréjkacie.

2)Trzy dwusieczne gtow wewretrznych przecinaj sic w jednym punkcie ,ktéry jestodkiem okegu

wpisanego w ten trojk.

3)Dwie dwusiecznedtdéw zewrgtrznych tréjkata oraz dwusiecznaata wewretrznego nie
przylegajcego do tych #ow ,przecingj sic w jednym punkcie ,ktéry jestodkiem okegu

dopisanego.(kaly trojkat ma trzy takie okgi)

4)Trzy srodkowe przecinajsie w jednym punkcie zwanyrsrodkiem cezkosci tréjkata. Punkt ten

dzieli je w stosunku 2:1.

5)Trzy wysokdci trojkata przecingj sic w jednym punkcie zwanym ortocentrum trgigk

Tw. Suma lgtéw wewretrznych w tréjlkacie wynosil8(°.

a+p+y = 18C°
<o’ =<q
<BF=<b

o'+’ +y = 18(°

o+p+y=18C°
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A B

6)Suma ktow wewretrznych n-kta wynosi36C°

E D

A E
nC18C - 360 = 189n- P
7)Kat zewretrzny jest rowny sumiedtow wewrgtrznych do niego nie przylegajych.
Temat: Konstrukcje geometryczne.
Rozwigzanie zadania konstrukcyjnego sktadazshas¢pujacych etapow:
-analiza
-konstrukcja
-dowdd
-dyskusja.
PRZYKLAD:
Dany odcineka podzielt na pigc¢ rownych czsci.

u//a//

OPIS KONSTRUKCJI:
1.Konstrutujemy dowola prost, i odmierzamy na niej dany odcinak
2.Kreslimy prost przechodzca przez jeden z kawdw danego odcinka
i nachylorm pod dowolnym ktem do tego odcinka.
3.0d punktu przeecia sk prostej z odcinkiem odmierzamy cyrklem na
prostej dowola dtugasé pigc razy.
4.Koniec ostatniego giego odcinkadczymy z kaicem danego odcinka
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| powstaje pomocniczy odcindk
5.Z kadego kaca pkciu skonstruowanych wcgeiej odcinkéw prowadzimy
w kierunku odcinka proste rownolegte do odcinka

PRZYKLAD:

Zbudowa odcinek o diugéci x=+/2a* - b’ majac danea i b.
Wskazowka: korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.
OPIS KONSTRUKCJI:

1.Rysug kwadrat o bokwa przelgtna kwadratu jest rowna-/2
2.Na dowolnej prostej odktadam odcinek EM o diajd.
3.Konstrutujemy proste prostopadied przechodzce przez kace odcinka
EM.
4.W kacach odcinka EM odktadamy odcinki o dhégba\/i .Punkty
przececia sk tego odcinka z prostynei ,doznaczamy przez A,B,C,D.
Odcinki BM, MC, AE, DE g to szukane odcinki o dtuga x.

dane
b
A A
B A
a "ZSL
X
a
Q’é\ X
C D
DYSKUSJA: Jeeli 2a® —b* >0 -to istniep, cztery rozwizania,
2a’ —b? <0 -nie ma rozwjzania
2a® —b? =0 -istnieje jedno rozvazanie.
PRZYKLAD:
Dane g trzy odcinki o dtugéciach p., g, r. Znal€ odcinek o dtuggci x spetniajcy warunek:
p+q=r-+Xx.

OPIS KONSTRUKCJI:

1.Rysujemy dwie proste przecineg s¢ w punkcie O

2.Na jednej z prostych odktadamy odcinek o dkegp i g po obu stronach
punktu O. Na drugiej prostej odktadamy odcinakugdci r i poczatku
w punkcie O po obu stronach punktu O.

3.Przez kace odcinka p i g prowadzimy pradt

4.Rysujemy progtrownolegh do prostej | w kacu odcinka g.
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dane

ZADANIE].
Znalez¢ zbidr wszystkich punktow ptaszczyzny, z ktorycmgadcinek AB widé pod pewnym

katema.
ODP: wskazowka-korzystamy z tamamia o ktach wpisanych w okg opartych

na tym samym tuku.
Zeli a 1< 0,90) I (9C,18(C) wtedy istniejg dwa rozwazania,
jeli a =90 to istnieje jedno rozwgezanie.

ZADANIE 2.
Zbudowé tréjkat ABC mapc dane diugéci bokéw AB AC oraz dtug@ srodkowej

AD.

ODP: wskazowka -szukany trajkjest potova rownolegtoboku.
Istnigjcztery rozwazania, gdy dtug@ dowolnego odcinka jest mniejsza
od sumy dtugn dwoch pozostatych; w przeciwnym razie brak rezania.

ZADANIE 3
. . : o 1
Dany jest odcinek jednostkowy. Zbudawadcinki o dtugéci ﬁ V3, 4/2.

ZADANIE 4
Dane g dwa punkty A, B odlegte o 5cm. Zbudoévakrag o promieniu 4cm

przechoday przez te punkty.

ZADANIE 5
.Majac dane odcinki a i b zbudowadcinek o dtugéci valb

Temat: Miara Jordana.
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Zbior wszystkich kwadratow numerujemy stezerow i oznaczamyK,

. . : 1
Pole pojedynczego kwadratu jest rownelP=—

K, -siet pierwsza P—Eﬁ%—i
151 P 200

- 1
K,-sie¢ druga P—2—4

1
K,-si& n-ta P=

_22n

Co to jest miara i jak powstaje?

/
1%
N\
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Mamy dowolr figurg F i nakladamy na nisie¢ K,, a nastpnie wyznaczamy liczabW, kwadratow
zawartych w figurze F.

W,=0

Wyznaczamy liczl kwadratowZ, wyznaczajcych figur F (s to te kwadraty, ktére machocia
jeden punkt wspadlny).

Z,=21

Na figur F naktadamy ste K;i wtedy W,=6, Z,=23.

Naktadamy na figur F kolejne sieci i obliczamy ich pola. Zaummay, ze dla pdl zachodzi

W,sW<sWs..s W 7<..< Z< Z

Otrzymujemy dwa aigi {Wn }{ Z, } , ktore g ograniczone i monotoniczne ¢gisy zbiezne.
Istnieje zatem granica i, =W K ) lind = Z k£ .)

Liczbe W(F) nazywamymiara wewnetrzng , z& liczbe Z(F) - miara zewretrzna.

Def. Mowimy, ze figura F jest mierzalna (ma pole) jeeli miara wewgtrzna jest rowna mierze

zewrgtrznej: W(F)=Z(F)=m(F) .Liczbg¢ m.(F) nazywamyniarg (polem)figury F.

WLASNOSCI MIARY :

1. Pole figury jest liczh nieujemna m(F) >0

2. Figury przystagce maj rowne polaF, =F,= m(F)=mFE).

3. Figura lgdaca sum dwaoch figur nie majcych wspolnych punktow wewtrznych ma pole réwne
sumie pol figur sktadowychF =F, OF, [C F,nF,=0 = mFR)=mMRK)+ nE)

4. Jezelifigury F, 1 F, mappolaifigura F,OF, to m(F)< mE).
5. Pole prostota o bokach ai b jest rowrelb.
6. Kazda figura zawarta w odcinku ma pole rowne 0.
7. Kazdy tuk okregu ma pole rowne O.
Przyktfad:
Kwadrat - sito to przyktad figury , ktéra nie mal@dgjest niemierzalna).
)—
)—
VAR AR AR AR AN
SRR
OO0
)—
W(F)=0
Z(F)=1
W(RBZ(F).

Temat: Pola figur ptaskich.
ROWNOLEGLOBOK
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D
b h
A E a
1 2.
AAED= ABFC (bkb AAED: sinazg h = blsing
S=alh S=alblsina

Przykifad:
W réwnolegtoboku wysokii map diugasci h, , h,, a obwod wynosRp . Wyznaczy kat ostry
rownolegtoboku i jego pole.

D C




GEOMETRIA

2p=2a+2b
2p=2(a+b)
atb=p

s=7(ah +bh,)
1. . 1 1
Spaee = Speen :Eabsma :Eahl :Ebly

_h

sina—E:hl:bE'kina
a:—ph2
h +h,
__bph
h+h,
ab$ina =blh,
sing = (b +h) _h+h,
ph p
1 phh,
S=—-[2ah =ah =——
> h =ah h+h,
ODP.: sina:—hl+h2, S:—phlhz.
p h +h,
TROJKAT
D C
b
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S = SAOB + SBOC + SCOA

S:ECH+1aR+1bR
2 2 2

S:rw

2
S=rip
4.
C
A A\
V4 B
E
2R, [& =abc
RDﬂ,BlE:EhC =abc
2 S
RI4[E =abc
abc
s=°=
4R
5.
C
a
b h
A B
X c C-X

Z twierdzenia PitagorasA ADC: b* = x* +h?
ABDC: a’ =h?+(c

—X)2

obwad tréjkata:

2p=a+b+c
:a+b+c
2




GEOMETRIA

b*-a® =x*+h?-h’-(c—x)?
b>-a®> =x*-(c-x)*
b? —a® = x* - (c* - 2cx+ x?)
b -a® = x* —c? + 2cx— x°
2cx=b*+c*-a’
_b2+C2—a2
- 2c

Podstawiamy wyznaczony x do rOwnania:

O2bc-b? —¢? = —{b? - 2oc+c?)
a+b+c=2p-obwdd tréjlata
b+c-a=a+b+c-2a=2p-2a=2(p-a)
a+c-b=a+b+c-2b=2p-2b=2(p-h)
a+b-c=a+b+c-2c=2p-2c=2(p-c)

= ZpQ(p-a)Ef;Eg-b)EZ(p-C) e

h & = p(p-a)2(p-b)2(p-c)
h e* = 4p(p-a)p-b)(p-c)
he=.4p(p-a)p-b)(p-c) /:2

2 = Jolp-alp-b)(p—c)
S=.plp-a)p-b)p-c) WZOR HERONA
Przyktad:

Tréjkat ma boki rowne 12, 10 10.0Oblicz odleggrodka okegu wpisanego w ten trgjkod jego
boku.

12
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s=ypdp-a)(p-b)(p-c)

p :%(a+b+c)=%(10+10+12)=16

S=,/16L{16-10)[{16-10)C{16-12)
S=+/16[664 = 48

S=plt

48=16[t

r=—=3
16
ODP.: Szukana odlegié wynosi 3.

TRAPEZ

S = SABD + SBCD
s=tam+ b
2& 03

s=1(a+ph=2 P
2 2

Przyktfad:
Oblicz pole trapezu rownoramiennego, ktérego eama dtugdé rowmn 4, jedna z podstaw jest dwa

razy wiksza od drugiej, a przetnha dzieli kt przy podstawie na potaw

D b C
a
h
(0
a
A x=2 a x=2 B

AB=2DC
S=%@+wh

Z trojkata AADC : wiemy, ze jest to trojlgt rownoramienny zatem dwatly przy podstawie ACas
sobie rowne i dlategdb=4—=a =8
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=a

2xX+b

2Xx=8-4

x? +h? =c?

4+h?> =16
h? =12

h=2y3

korzystajc z twierdzenia Pitagorasa dla tritifxA ADE obliczamy h :

A

&R 4
Q«"a G0 0.9
/aowco«%uouox
9.0.0.0.0.0.9,

00 90.9.9.9.¢

N0 0.0.0.9.9,
9.9.9.9,9.9.9
9099999

09090 9%%.%¢
9.9.9.9.9.%

00 0505029
XXX RA
REKRRKY

Obwaéd rombu jest rowny 20cm a suma jego paaglch wynosi 14cm. Oblicz pole rombu.

g

2 @

c

g -

)

m. YN oo | N
£ g g 4 4 O
o = O w SA g Jll_._?_ p)
+ v TR ] @ .
S g §§ 82 N gon
N o a = N ANAd NN N MJ
oA o) O o TR T N
»w n o T <D0 O O O O a

C

D




GEOMETRIA
O =2Ccmr
O=4a=20:4=5cm

ef

s==
2

e+f =14

Z AABD mamy:
2 2
2 5 =
2 2
lerliezos
4 4
f+e=14

e+ f2 =100
f =14-e

e’ +(14-e)’ =100
2e? - 28e+196=100 /:2

e?-14e+48=0

A =b? -4ac

A =196-192=4

JA =2

_-b-vJA _-b+4A
e=—— U0 e=—7—

2a 2a

e =6 U e-=
f,=14-¢ O f,=14-¢,
f, = 0 f, =

6 =6 5 &=

f,=8 f, =
S=4—28:24cm2.

ODP.: Pole rombu jest réwne 2dr
Zadanie 1
Obliczy¢ dtugads¢ przekatnych rombu o polu S idcie ostrym o mierze@




GEOMETRIA
Przekitne w rombie g wzajemnie prostopadte, a ich wspdélny punkt dzésha odcinki o rownych

diugcsciach. Pole rombu, ktérego przgke maj dtugasci d’ i d"wyraza wzor S = % Zgodnie z
rysunkiem:

i

% =ctga = d'=d ctgr

2

Poniewa d’d” = 2S, wigc d'* ctga = 2 S, shd

d'=,2Styr,

d"=.,2SCctagr

Odp: Dlugdci przekytnych rombu wynoszodpowiednio d’ i d” (jak wyej).

Zadanie 2.
Stosunek przeftnych rombu jest rwny 2:3. Znalkestosunek diugei boku rombu do diugai
promienia kota wpisanego w romb.

{9

Temat: Twierdzenie sinuséw (Synelliusa).

Tw.
‘W kazdym tréjkacie stosunek dtugei bokéw do sinusa przeciwlegtegeté jest staty i rowny
srednicy okegu opisanego na tym trgjkie.

C
a B

A C B

Odp: Stounek ten Wynosr+ =

a b _ c

—=——=—=2R
sina singB siny

D.
a) dla kata ostrego:
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OADC =ABC=p jako laty wpisane oparte na tym samym tuku AC

OACD =90 & oparty narednicy
AABC =90 :sin,[z’z£
AD
AD =2R
sing = b = L =2R
2R sing

b) dla kata rozwartego

0B >90°
0o =180 -0p
Op + 00 =180 z twierdzenia o czworakie wpisanym w okig

ACD=90 = A€ = sing = 2 =sinft80 - g)=sing
AD 2R

L =sinf = L =2R
2R sing
cnd.
Def. Rozwigza¢ trojk at tzn. wyznaczy diugasci wszystkich jego bokow i miary jegatdw.
Przykfad:

Rozwiaza: trjkat jezeli a =4, b=/8 ,08=30".
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korzystamy z twierdzenia sinusow:

a b

sing sing siny

a b

sing sing
a _ b

sing sin3C°

a _ b

sinag sing

4 242

sing  sin30°
4 242
sine 1
2

2=2/2sina

V2

sing =—
2

Ua =45

Oy =180 - (0o +0B)=180 - (45 +30')=105

Oy=105
a C

sing siny

" sin60° cos45’ +sin45 cosBO’

4
J2
2
8 _
J2  sinl60o +45)
8
2
8
2




GEOMETRIA
ODP.: Bokc=2(V3+1) , za kat Do =45 i [y=105.

Temat: Twierdzenie cosinusow.

Tw.
W kazdym trojkacie kwadrat jednego boku jest rowny sumie kwadrad@wdch pozostatych bokéw

pomniejszony o podwdjny iloczyn tych bokéw i cosiauata migdzy nimi.

a® =b® +c¢* - 2bc cosa
b =a® +¢® - 2accosp
c® =a® +b® - 2abcosy
D.

1. =90 =>a’=b’+c
2. a<90»r

2

AD_ cosa = AD =bcosa

DB =c-bcosa

korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dlaDC i ADBC
b? =h?+(AD)’ =h? +b? cof a

a®> =h? +(DB)’ =h? +(c-bcosa)?

b® -a® =b*cos a - c? +2bccosa —b® cos’ a

b* —a* = —c* - 2bccosa

a® =b® +c® - 2bccosa

3. a>90
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C
a
b
a
B

D A C
ODAC=180 —a
DA

e 003(180° - a) = DA= bcos(180° - a) =-b cosa
DB = AD+c=c-bcosa

korzystamy z twierdzenia Pitagorasa di@BD i ACDA
h? +(AD)? =b?

h? +(DB)’ = a?

(AD)? -(DB)* =b? - a?

(-bcosa)’ - (c-bcosa)? =b? - a

b*cos a —c® —2bccosa —b?cos a—b* -c?

- ¢ +2bcosa =b” —-a?

a® =b* +c® - 2bccosa

cnd.

Przyktfad:
W tréjkacie dane sdwa boki a = 10, b = 6 igk miedzy nimi @ =60°. Oblicz trzeci bok i pozostate

Katy.

c® =a® +b® - 2abcosy
c? =52 +7? - 2[B[7 [£0sS60°

c? =25+49- 2[:35%

¢’ =74-35

c=+/39
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Zadanie 1.

W tréjkacie rownobocznym ABC na boku BC wybrano punkt M tak |[BM| = %| M. Wyznacz
sinus kta CAM.

A

(oM +[MB = a=|CM =2 a..i. MB= a

Stosujc twierdzenie cosinusow do trajia ABM, otrzymujemy:

2
|AM|” = &2 +@aj —2a&3 altos60’ - | AM:Z—f .
Stosujc twierdzenie sinusow do trgjta AMC, otrzymujemy:
2
~a
3% _ |AM]
sing  sin6C°

= sing =——

Odp: Sinus kta CAM Wynosig1

Zadanie 2.
Na boku BC tréjgta rownobocznego ABC obrano taki punktZe |CD|:|DBJ|=2:1.
Oblicz stosunek diugai promieni okegow opisanych na trégkach ACD i ABD.

23a o 13a

R’ - promiex okre gu opisanego naACD
R” - promien okregu opisanego naADB.
Korzystajc z tw. sinuséw do trégtow ACD i ADB otrzymujemy:
AD . |AD
'= —/...l.. 2R"= —_,
sin6C° sin6(C°
stad wnioskujemyze R'=R”, czyli R:R” = 1.
Odp: Stosunek promieni danych egéw wynosi 1.

Zadanie 3.
Wyznacz dtugéci dwusiecznych &a A w trojkacie ABC o bokach diugai a,b,c.
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Niech d kedzie dtugdcia dwusiecznej &ta A w trojkacie ABC.
Poniewa

SAABC = SAABD + %ADC

1 1 1
Zbe sing = = cd Osin. + = bdOsine, skd
2 2 2 2 2

2bc
d= Ebosg.
b+c 2

Wykorzystupc zwiazki :
b2 +¢2 - a2

cosy = ———— (ztw.cosinusow ) i
2bc
+
COs% = W ( z wzoru na cosinus podwojoneggieki z warunkuze % D(O; g) ),
otrzymujemy:
a_1_|(b+o -&
cos—=—[—~———.
2 2 bc

Podstawiajc do réwndci d = 2be
b+c

. \/bc (b+ 9" - a?:

d=
b+c
Odp: Dluga¢ dwusiecznej ta A wynosi d (jak wye)).

a a . .
E:OSE ZaCOSE otrzymane wyrzenie otrzymujemy

Zadanie 4.
Boki trojkata ABC maj dtugaici |JAB|=4, |AC| = |BC| = 8. Oblicz stosunek pdl figur, na ktére
symetralna boku AC rozcina trékABC.

Odp: Stosunek pél wiw figur wyno Sacoe E_

ABED 5

Zadanie 5.

Dlugaos¢ bokdw pewnego trojta s kolejnymi liczbami naturalnymi. iy wewretrzne tego trojita
maja te wlasna¢, ze miara kita najwikszego jest dwukrotoia miary kata najmniejszego. Wyznacz
diugcsci bokéw tego trojkta.

Odp: Boki te ma odpowiednioa=4,b=5ic=6.

Zadanie 6.
Pole S tréjlita ABC spetnia réwnani& = & —(b- §°, gdzie a,b,csdiugasciami bokéw trojlata.
Znajdz sinus tego &a BAC.
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Odp: Sinus tegodta Wynosi1—87 .

Zadanie 7.
Dlugaosci bokow trojlata g1 trzema kolejnymi wyrazami ggu arytmetycznego. Jaki warunek spetnia
stosunek diugai najkrétszego z bokdéw doadicy ciagu, jezeli trojkat jest rozwartoktny?

Odp: Warunkiem tym jes{? 0(13.

Zadanie 8.
W trapezie ABCD, w ktorym ABCD dane s. |[AC| = 16 ,|<DAC| = |<ABC| = a. Wiedzc, ze proste
AD i BC s prostopadte oblicz pole tego trapezu.

(c+b)h

Odp: Pole trapezu jest réwrie= = a’ctgRa.

Temat:lloczyn skalarny wektorow.

Def.: lloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorc’{gvi \} nazywamy liczh
:‘4 EN (cosU (ﬂu ,ﬂ\a
u=0 Ilub v=0,to kbv=0

, U = [ux ’ uy]
lloczyn skalarny wektorow
V: Vx'Vy

WEASNOSCI ILOCZYNU SKALARNEGO

1. uov=vou

—

UoV =

wyraza sk WZOremyp Jo\/ = u,Vv, + Uy vy

— — — —

3. (u+vjowz b W Vv W

— 2 - - - 2
4. (u) = UOUZ(LD ,
Dwa niezerowevektory sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jgswny
zero.

ﬂL) -dlugas¢ wektora

ullv < wv=0

q[wm:osm( ﬂuf\a =0 - co@(ﬂuj\) =0

D(G,(/j =90 = ulv

Uov=0 =

cnd
Korzystajc z iloczynu skalarnego wyznaczamy kniedzy tymi wektorami:

Uov=0 o HENECOSDFU:\B

- - Uo Vv
cosll{u,v| =1

i
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Wyznacznikiem pary niezerowych wektor(’fw:[ux, uy] i (/:[vx, vy] nazywamy liczk

Lo u, u
d(u, vj =
Vv, v,

Korzystajc z wyznacznika pary wektorow rmemy obliczy pole tréjkata:
1 L
Siasc ZE‘({ AB A@

y

=u, v, —-u, v,

B
A




