- Ciagi liczbowe -
1. POJECIE CI AGU
Def. Funkcg f:N - Y odwzorowujca zbior N-liczb naturalnych w pewien niepusty zbor
nazywamyciaggiem nieskaczonym.
UWAGA!
N={1,2,3,...}
Przyktad

N={1,2,3,...}
Y={* 1 #}

n | 1] 2] 3| 4] 5|
f) | = | v | | & | 1]

Wartas¢ f(n) funkcji f dla argumentu n nazywamy n-tym wgean cagu i oznaczamya, z& sam cig
oznaczamy (@, {a.}, (a1, &, &, ...).

xS LA # 1)

f(l):*:al
(2)=1=a

Def. Ciaggiem skaiczonymnazywamy funkgj, ktéra odwzorowuje pewien skczony zbior
pocztkowych liczb naturalnych w niepusty zbiér Y.

UWAGA!

N={1,2,3,...,n}

Przyktad

N={1,2,3}
Y={a,b,c,d}

n | 1] 2] 3
fxX) | a | ¢ | d

(a,c,d)

Def. Ciag, ktorego wyrazysliczbami nazywamygiagiem liczbowym
Przektad
N={1,2,3}
Y={5,4,3}

n | 1] 2|

3
fx) | 4 [ 3| 5
(4,3,5)
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OKRESLENIE CIAGU

Ciag mazemy okréli¢ za pomog:

1. przepisu stownego

np. kadej liczbie naturalnej przypogdkowujemy jej odwrotn&
2. wzoru 0golnego

1
np-a, =
3. wzoru rekurencyjnego
S
" e, =2a,-1
Przyktad
Wyznacz 6 pocgkowych wyrazow cigu (&), a nastpnie sporzdz jego wykres
1
a,=1-—
—_— 1_
a —1—1—0
o1 1
T2
.1 2
% 17373
.1 3
a=1"%7%
PR
5 5
_,_1_.5
%=1"5%%

1
° b °
1/2 °
0 t ° } } } }
0

WELASNOSCI CIAGOW LICZBOWYCH
1. Monotoniczna@é

Ciag (a,) jestrosacy < a (a,,
Ciag (a,) jest malejcy = a,)a,,,
Ciag (a,) jeststaly- a, =a,,,

Ciag niemalejcy (nierosacy) nazywamy monotonicznym.
Ciag rosracy (malejcy) nazywamyscisle monotonicznym.
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Przyktad
Zbadaj monotoniczrid ciagu @, )

a, =n"-n+l

a.,=(n+)’—-(n+D+1=rf+2m -t = d+ n 1
a,—a=n+ntl-(f-m)=rf+ nl- A+ rl=2n
2n)0

., ~&,)0

a,,1)8,

Ciag jest rosacy

2. Ograniczenia
Def. MOéwimy, ze chg (a,) jest ograniczony z gory,§eistnieje liczba M takaze

N a <M
Mowimy, ze chg (a,) jest ograniczony z dotu,§eistnieje liczba m takaze
N a =M
Mowimy, ze chag (a,) jest ograniczony, §i jest ograniczony z dotu i z gory
AN m<sgsM
Przyktad
_, 1
HEeTy
2
11/2 + ) *
1 .
12 +
0 ;
0 1 2 3 4 5 6

Ciag jest ograniczony
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2. INDUKCJA MATEMATYCZNA

Przyktad

Sprawd réownagsé
L=1+2 p=28 L=P
L=1+2+3 p=3% L=P
L=1+2+3+4 P:%B L=P
L=1+2+3+4+5 p=258 L=P
UWAGA !l

Nie wolno zapisywaroéwnasci na zasadzie analogii.

I. DOMINO

Przyjmijmy, ze ustawiono jedna za drugieskaiczenie wiele kostek domina. Abybgewnym,ze
wszystkie kostki si przewroa, musa by¢ spetnione dwa warunki:

1.) przewrdcita si pierwsza kostka

2.) kostki g tak ustawionaze przewrocenie ktérejkolwiek z nich spowoduje upaiastpnej
Zasada, ktora mowike sztuka z kostkami domina musj sda nazywa s zasady indukcji
matematyczne;j

[l. INDUKCJA MATEMATYCZNA (ZUPELNA)
jest metod dowodzenia twierdzeo liczbach naturalnych.

Tw. Niech T, oznacza twierdzenie, w ktorym mowa jest o licziaguralnej n. Metoda indukcji
matematycznej opieragsina nasfpujacej zasadzie:
Jezeli istnieje taka liczba naturalng yve:
1.) twierdzenie T jest prawdziwe;
2.) dla kadej liczby naturalnej k ng z prawdziwdci twierdzenia T wynika prawdziwéé
twierdzenia i1, to twierdzenie (I jest prawdziwe dla kalej liczby naturalnej & n .

Dowdd przeprowadzony metpdthdukcji matematycznej nazywamy
dowodem indukcyjnym.

Przyktad

Udowodnt, ze dla kadej liczby naturalnej n prawdziwa jest rovéan
18+ 2%+ 40 = (0 [ (0)
Rozwigzanie

Skorzystajmy z zasady indukcji matematycznej
1.)dla n=1 rown& jest oczywicie prawdziwa
2.) niech k=1 oznacza dowolnliczbe naturala. Wykazemy, ze jesli dowodzona réwn& jest
prawdziwa dla kzdej liczby naturalnej k, tzn. zeli
zat.

1% + 23+, 4k = (e 2 (1)

to jest take prawdziwa dla nagbujacej liczby naturalnej, czylidla k + 1
teza:
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1P+ 2%+ +(k+1°% =82 1+ 92 (2)

Dodajc (k + 1)* do obu stron réwnigi (1) otrzymujemy

P+ 2%+ 4k (k+ D0 = 20 0 [ k+ )°

Poniewa <2 k2 + (k+1)° = <2° 1k+1)? wiec ostatecznie zachodzi rowiso( 2 ).
Na mocy indukcji matematycznej rowggo ( 0 ) jest prawdziwa dla kdej liczby naturalnej n.

Zadaniel.
Udowodni, ze dla kadej liczby naturalnej n suma” 4 15n + 17 jest podzielna przez 9.

Rozwigzanie

Niech a=4"+ 15+ 17. Twierdzeniem T, ktére mamy udowodaj jest zdanie: dla kalej liczby
naturalnen liczba & jest podzielna przez 9. Stosujemy zasadukcji matematyczne,.

1)Dlan=1 mamya,=4+ 15+ 17 = 36 , zatem twierdzenigjdst prawdziwe.
2.) Niech k=1 oznacza dowoinliczbe naturala. Wykazemy,ze z podzielnéci ax przez 9 wynika

podzielnd¢ ax+1 przez 9. Istotnie

a1 = 41+ 15(k+1) + 17 = 4(4+ 15k + 17) - 9(5k + 4)

Jesli zatemay = 4 + 15k + 17 jest podzielne przez 9, to ponig@¢bk + 4) jest podzielne przez 9,
wigC ay+1 jest takke podzielne przez 9. Dla k@ej liczby naturalnej kB 1 z prawdziweéci
twierdzenia T . Na podstawie zasady indukcji matematycznej stlzeemy wec, ze dla kadej
liczby naturalnej n suma"4 15n + 17 jest podzielna przez 9.

Zadanie 2.
Udowodnij,ze dla kadej liczby naturalnej n zachodzi:
n’=n
1)Dlan=1 mamyn®* 1°>1;1>1 zatem twierdzenie;fest prawdziwe.
2.) zalgenie n“=n
teza a+1f=2n+1
dowdod a+1f=n+2n+12n’+12n+1
zatem G+ 1Ff=n+1
Na mocy zasady indukcji matematycznej nieroserjest prawdziwa dla kalej liczby naturalnej.

Tw. (Nierébwna¢ Bernouliego)
A@+x'21+nx dla x=-1

Zadanie 3.
Udowodnij nierownéé Bernouliego.
1)spr.ng=1
(1+x'=1+1x Zatem T jest prawdziwe
1+x=21+x

2.) zateenie (1 +Xx)=1+nx
teza @ +X"21+ (n+1)x
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dowdd
A+x =@ +x 1+ '2@+nx)L+X) =1 +X+nx+ M
= 1(n+ x +nk=1+(n+1)x
@ +x"t=1+ (1 +n)x

Na mocy zasady indukcji matematycznej nieros¢r®ernouliego jest prawdziwa dlaidej liczby
naturalne;j.

3. WZOR DWUMIANOWY NEWTONA

Tw. Niechk oznacza liczbnaturalra lub zero.
Symbolk! ( czytamy: k silnia) definiujemy nagiujaco:
o'=1
11=1
kk=1[20.. [k, gdyk=2

Przyktad
a.)

b.)

37 3eN7 7
A6 @[B! 4

n! _(m=-2(n-Dn_(n-1In
2n-2!  20n-2! 2

Def. n!

. DS
Wyrazenie (k) —k'E(Jn 0! gdzien, kO N J{0}i n=knazywamy
symbolem Newtona

n
(k) czytamy ,n po K" lub ,n nad k”.

Symbole Newtona spetniyvarunek

1)() (k+1) (n+D
2) (k)+(n— k)

Wartasci symboli Newtona m@emy ustawd w nasgpujaca tabet mapca ksztat tréjkta, zwan
tréjk atem Pascala
(o)
0

()0
GJ6I8
WL



- Ciagi liczbowe -

n n
Poniewa ( ) =1 oraz ( ) =1 dla kadegon [ N [0{0}, wi ¢c wszystkie wyrazy skrajne w

n+1
trojkacie Pascalaasrowne 1. Ponadto zgodme( ) (k +1) ( , kazdy z pozostatych

wyrazow trojlkyta Pascala jest sunmajblizszych dwoch wyrazow znajdiglych se nad nim. Dzki
temu trojkat Pascala tatwo jest odtworzw pameci:

Tw. Kazda naturalm pottge dwumianu & + b) mazna wyrazé w postaciwzoru dwumianowego
Newtona

(a+b)" = (g)a“ + (r]])a”1 b+ (r;)ar*2 Eb2+...+(2)b“

Rozwiniecie potgi (a+b)" zapisujemy krétko:
n /n

z (k) an—k [bk

k=0

Przyktad
: n+T n . o . n
Wiedzgc, ze ( 5 ) = (6) , gdzien > 6jest liczla naturala obliczy¢ (12)
Rozwigzanie
: L _n+1 : . . . :
Poszukujemy rozwazan rownania ( 5 ) = (6) w zbiorze liczb naturalnych nie mniejszych 6i

Korz sta'czréwnania(n)—L zapisujemy je w postacj (et _ o
ystaq k] = kign— 1 Zapisuemyjew postact =g g1

Poniewa
(n+)!'=ni(n+1),0-4)'=n-6)(n-5 (N-4) i 6!=5I6, wikc shd otrzymujemy
n+1 21

(n=4)(n- 5) 6’

i np =14, z ktorych tylko drugie jest nie mniejsze Gi Tak wic

n=14 i (1;) 14 14&3 =91
1217

Odp: 91

, a nasipnlen - 15n + 14 = 0. To ostatnie rownanie ma dwa raganian; = 1

Zadanie 1.

1 18
Nie rozwijagc potgi (i/; +ﬁ) zbada, czy istnieje w tym rozwiriu wyraz wprost
proporcjonalny do lub dox? .
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Rozwigzanie

e (5 1) rvosn () i (2) o
- 3 R 3 18-i
Wyraz { + 1)-szy rozwingcia potgi (\/;+ x ma posté i (\/;) Jx , czyli
18\ 1&ii
posta& (i X3 2,

Sprawdzamy, czy istnieje taka liczba catkowiitd (0;18), aby ten wyraz miat posta\x lub BX*. W

, . , , 18- i o :
przypadku pierwszym musiatoby dgpetnione rownanleT ) =1, czyli rbwnanie

36-2i —3 =6, co zachodzi dla = 6. Tak wec sidédmy wyraz rozwiricia jest proporcjonalny da
£ . : : ) 18-i i
Tym wyrazem jest 5 Xx. W przypadku drugim musiatoby égpetnione rownanleT ) =2,

24
czyli rbwnanie36-2i -3 =12, co zachodzi dla = = Nie jest to jednak liczba catkowita - to

oznaczaze w rozwiniciu badanej pegi nie ma wyrazu proporcjonalnego xfo

Zadanie 2.
lle wymiernych sktadnikéw wyspuje w rozwinciu potgi (v/3 +3/2)%° ?

Rozwigzanie

Sktadnikami wymiernymiste wyrazy rozwingcia, ktore maj posta
2
(3k (3)? /2)* , gdzie 2+ 3= 20.

Nalezy zbada dla jakich k, | O N zachodzi rown& 2| + 3k = 2C.
Saq tylko cztery takie pary k(1): (1, 10), (2, 7), (4, 4), (6, 1).
Odp: 4.

Zadanie 3.
1 16
Obliczy¢ x wiedzc, ze pity sktadnik rozwingcia potgi {(W)“'ng +W} jest réwny 18 200.

Rozwigzanie
Zgodnie a trécia przyktadu

1 121+Iogx )
4 x 3 [k =18200

czyli

X3+4logx = 10
Po obustronnym zlogarytmowaniu, przy podstawierd@naniax**°®* =10 i fatwych
przeksztatceniach otrzymujemy

4log® x + 3logx-1= 0
Podstawiajc nastpnie logx =t i rozwiazujac rownanie kwadratowdt® + 3t —1=0 otrzymujemy
dwa rozwizania t, =-1 i t, =3, skd

logx=-1 lub logx=%,awic x=% Iub x=%10.
Odp: x=3 lub x=4/10.
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4. ELEMENTY KOMBINATORYKI

Permutacja zbiorun-elementowego nazywamy#dy ciag n-wyrazowy utworzony ze
wszystkich elementow tego zbioru. Liczbavwszystkich permutacji zbioru ztonego zn réznych
elementéw wyrza sk wzorem

W permutaciji:
biora udziat wszystkie elementy zbioru
kolejnas¢ elementdw jest istotna
elementy nie magsie powtarzé

Kombinacja k-elementow zbiorum-elementowego nazywamy#dy k-elementowy podzbior
tego zbioru. LiczbeC* wszystkich kombinacj-elementowych zbioru zimnego m réznych
elementéw wyrza sk wzorem

c:= (i)

W kombinaciji:
nie musz brat udziatu wszystkie elementy
kolejnas¢ elementOw nie jest istotna
elementy nie magsie powtarzé

Wariacj g bez powtorzer k-elementow zbioru zi@zonego z réznych elementow nazywamy
kazda permutacj dowolnegdck-elementowego podzbioru tego zbioru. LicaAb& wszystkich takich
wariacji wyraa St wzorem

vk = n!
" (n=Kk)!

W wariacji bez powtorze
nie musz brat udziatu wszystkie elementy
kolejnas¢ elementdw jest istotna
elementy nie magsic powtarzé

Wariacj a z powtorzeniamik-elementow zbiorun-elementowego nazywamy @y k-
wyrazowy chg elementdw tego zbioru. Liczb&* wszystkich takich wariacji wyea st wzorem
W/ =n*
W wariacji z powtorzeniami:
nie musza bra udziatu wszystkie elementy

kolejnas¢ elementow jest istotna
elementy mog sic powtarzg
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Przyktad

W Klasie licacej 32 osoby jest tylko 6 chtopcéw. Na ile sposolmdazna wybra 5-osobovi
delegaqj tej klasy tak aby w sktadzie delegacji znajdowet s
a.) co najmniej jeden chiopiec
b.) doktadnie jeden chiopiec?

Rozwigzanie

a.) Pecioosobowych delegacji klasy ligzej 32 osoby jest tyle, ile jest kombinacji 5-
elementowych zbioru 32-elementowego. Tych ostatjeishC,. 5-osobow delegagj te;
klasy, w ktorej nie bdziezadnego chtopca nioa wybr& na tyle sposobow, ile jest
5-elementowych kombinacji zbioru 26-elementowegno, €. Std wynika,ze 5-osobow
delegaci danej klasy, w ktérejdalzie co najmniej jeden chtopiec, oma wybr& na
Cs, — C>. sposobow.

b.) Czteroosobowych delegacji dziewtdanej klasy jest tyle, ile jest kombinaciji
4-elementowych zbioru 26-elementowego t@4,. Kazda z tych delegaciji naiy uzupetné

jednym chtopcem spgodd széciu, co mana zrobé na C. =6 sposobow. St wynika,ze
5-osobowy delegaa} danej klasy, w ktorejduizie doktadnie jeden chiopiec, tma wybra
na C; [C,, sposobow.

Zadanie 1.
lle jest permutaciji zbioru cyfr {1, 2, ..., 9}, w kitgch pierwsza i ostatnia cyfra nigsgadup ze sol?

Rozwigzanie

Wszystkich maliwych permutacji danego zbioru jeR§ = 9!

Permutacji danego zbioru, w ktérych na pierwszyrajsaiu wysipi 1 a na drugim 9 jest tyle,
ile permutacji pozostatych siedmiu cyfr t&y.= 7! Tyle samo jest permutacji danego zbioru, w
ktorych na drugim miejscu wygii 1 a na trzecim 9. Powtarzajto rozumowanie jeszcze 6 razy
dochodzimy do wnioskuze wszystkich permutaciji danego zbioru, w ktoryd9Isssiadup ze soh w
kolejnasci: 1, 9, jest &, = 87!=8!

Analogicznie, wszystkich permutacji danego zbioviktorych 1 i 9 gsiadup ze soh w
kolejnasci: 9, 1, jest &, = 87!=8!

Wszystkich permutacji danego zbioru, w ktérych9lsisiadup ze soh jest zatem B!

Tak wigc wszystkich permutacji danego zbioru, w ktéryd9lnie sisiadup ze soh jest
9l- 2[8!= 78!

Odp: 78!

Zadanie 2.

lle jest r&nych liczb 4-cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2,.3, 9, jezeli zatazymy, ze
a.)zadna cyfra nie powtarzagsw liczbie

b.) cyfry w liczbie mog si¢ powtarza?
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Rozwigzanie

a.) Liczb 4-cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3,, 9, charakteryzggych s¢ tym, ze zadna
cyfra w liczbie nie powtarzagijest tyle, ile wariacji bez powtérael-elementowych zbioru
!

9
9-elementowego, tzrv, = o 6V [B[B= 3024

b.) Liczb 4-cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3,,.9, charakteryzagych st tym, ze cyfry w
liczbie mog, sic powtarza, jest tyle, ile wariacji z powtérzeniami 4-elemeant/ch zbioru
9-elementowego, tzn. J\= ‘9= 6561.

Odp: a) 3024, b) 6561.

Zadanie3.
Rozwiazat rOwnanie
a) C2,=x-4 b)V2, +C7 =63

Rozwigzanie
n
a.) Zaktadamyze x - 2> 3, skd x > 5. Korzystajc ze wzorowC* = (k) [

(E) = ﬁl_k)l rozwigzujemy réwnanie% = x—4, ktére przeksztatcamy
zastpujac kolejnymi rownaniami rownowaymi
(-9 x-4(x-3(x-2 _
6(x —H!
(x=4)(x=3(x-2) = Gx- 9
(x=4)(x*-5X) =0
Poniewa musi by x =5, wiec réwnanie to ma dokfadnie jedno rozamaniex = 5.

n n!
b.) Zaktadamyze x- 1= 2, slad x = 3. Korzystajc ze wzor6owC, = (k) , Vo= (n—K)! i

(n)—L rozwiazujem réwnanie(x_l)!+ (x-1)! =63, ktore
k/ = kign- Q! aztjemy (x-3)1 (x-32_ >

przeksztatcamy zagiujac kolejnymi réwnaniami rownowaymi

2
:—g(x—Z)(x—]) =63

x*-3x-40=0
Wobec zataeniax = 3, rownanie to ma doktadnie jedno rozmanie x = 8.

Odp: a)x=5, b)x=8.
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5. CIAG ARYTMETYCZNY

Rozpatrzmy cigi
(1,4,7,10,...)
(50,25,0,-25,...)

3
(1,5,2)

Zauwamy, ze w cagach tych rénica medzy kolejnymi wyrazami jest stata.

Def. Ciag liczbowy, w ktérym ranica pomé¢dzy kolejnymi wyrazami jest stata nazywamgiggiem
arytmetycznym
A~ =T
r - réznica chgu arytmetycznego

UWAGA!

1. Ciag arytmetyczny skittzony musi mié co najmniej 3 wyrazy
2. J&li r > 0, to cag arytmetyczny jest rogny

J&ili r < 0, to chag arytmetyczny jest malgy

J&li r = 0 to ciag arytmetyczny jest staty

Tw. Jezeli (a,) jest cagiem arytmetycznym o #ficy r, to n-ty wyraz eigu (@, ) wyraza sg wzorem
a,=a+(n-1r

Dowad (indukcyjny)

1.) sprawdzamy, czy wzor jest prawdziwy dla n=1
n=1

a=a+(1-Dr

a =g

L=P

Twierdzenie jest prawdziwe dla n=1

2.) zal@enie

a,=a+(n-r (Th)
Teza

an+1:ail.+nr (Tn+l)
Dowad
a,=atr=a+(n-Dr+r=a+nr—r+r=a,+nr

Na mocy indukcji matematycznej twierdzenie jesiymiziwe dla kadej liczby naturalnej.

Przyktad

Wiadomo,ze a=3 i r=2. Oblicz§ aggs
a,=a+(n=-1r

Byges = A, +(1996- )1

Qg0 = 3+199912= 3993

Tw. Kazdy wyraz ciagu arytmetycznego z wytkiem pierwszego i ostatniego {jeciag jest
skanczony) jestredni arytmetycza wyrazéw poprzedniego i naphego.

_an—l+an+1
&=
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Dowdd

a,, =a+(n-2)r

a,=a+(n-1r

&g =t nr

a_,ta, at(n-2)r+ra+nr_2a+2nr-2r
2 2 - 2

=atnr—-r=a,+(n-Dr

Przyktad
Wyznaczy as, j&sli as=8 1 a;=4
_&ata,
=T
_&ta
)
_8+4
%=
3 =6

Tw. Suma n-pocgkowych wyrazow cigu arytmetycznego wy#a St wzorem
ata 3n

S, =
Dowdd (indukcyjny)
1.) sprawdzamy, czy wzor jest prawdziwy dla n=1
n=1
_ata 28 _
Twierdzenie jest prawdziwe dla n=1
2.) zal@enie
a+ 6\1
31 _—
Teza
S = 22 0 +1)
Dowaod
— a1+3n an+gnt2a, _
S Tatatatatr..+ara,= §oas M+a,, = ,
_ha+a+(n-1)aq+2q, na+ a+t(ml |c’f( rl) at2 @
= 5 = 5 =
_ (n+1)31+(n;])aﬂ+1+ 29, _ (a+ %2])( n-1) _at 6‘n+1 (n+1)
Na mocy indukcji matematycznej twierdzenie jesiymiziwe dla kadej liczby naturalne;j.
Przyktad
Oblicz sung wszystkich liczb naturalnych do 1 do 99
a=1
ago= 99

+ 1+99
%9=a12%9w9= > [99=5099= 4950



- Ciagi liczbowe -

Zadanie 1.
Wyznaczy ciag arytmetyczny, w ktorym suma 3 pierwszych wyrazgymosi 27, a suma ich
kwadratow 275

(a1, a2, as, ...) - szukany eig
Z tresci zadania wynikaze

at+axt+az=27

a’+a’+ag’= 275
Ze wzoru na n-ty wyraz gju arytmetycznego

a,=a+(n=Yr
a=a +r
a=a+2r

Otrzymujemy

ata, +tr+a+2r=27
{af+(a1+ N*+(a +2r)° =275

3a, +3r =27
{af+af+231r+ P +a’ +4ar+ 4r° = 275
a+r=9
{3af+6a1r+5r2 = 275
a=9-r

{3(9—r)2+6(9—r)r +8%= 275

381-18 +r?)+ 6(9 —r?)+ 6°= 275
243-54 + 8%+ 54— B°+ 5°= 275

243+ X% = 275

2r? =32

r’=16

r=4 r=-4
a =5 a, =13
a,=9 - a,=9
a, =13 a=5

Odp: Istnieg dwa takie cigi o postaci (5,9,13,...)Ilub(13,9,5.)

Zadanie 2.
Rozwigz rbwnanie
1+7+13+19+ ... +x=280

Lewa strona rOwnania jest sariagu arytmetycznego w ktéryey = 1,r =6 i a,= Xx. Suman
wyrazow wynosi $= 280. Otrzymujemy uktad rowha

x=1+(n-1)6

280= 2%

2
1+1+(n—-16
> n

560=(2+ G- gn

56C=6n%-4n

280=
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6n’ — 4n-560= 0

3n*-2n-28C=0

A=2°-4B(-280 = 4 3366 3364

Ji =58
=258 2458

22%3 0 2 23

:—E n2:10
28

x1:1+(—€—1)6 X, =1+(10- (6
x, =1-62=-61 X =1+906= 55

28
Uktad ten ma dwa rozwzania:n=1C,x =55 oraz n= 3 Xx=-61

Poniewa n oznacza liczbsumowanych wyrazow gju, wigc drugie z tych rozwizan odrzucamy.
Odp: Rozwizaniem rOwnania jest= 55.

Zadanie 3.

Wyznaczy sune wszystkich dwucyfrowych liczb naturalnych podzigih przez 3

Liczby dwucyfrowe - 10, 11, ..., 99
Liczby dwucyfrowe podzielne przez 3-12, 15,18, 99

=12
Aagg= 99
r=3
Ze wzoru na n-ty wyraz azj;u wyznaczam n
a,=a+(n-Dr
a-a+
& atr
r
_99-12+3_90_
_—3 = 3 =

Stosujc wzOr na surotrzymamy

_ata
$=-,

12+ 99
S = > [B0= 1665
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6. CIAG GEOMETRYCZNY

Rozpatrzmy cigi
REE S S
27478777

(3,9,27,81,..)
( 10, 100, 1000)
Zauwamy, ze we wszystkich ggach iloraz mgdzy kolejnymi wyrazami jest wiellégia stah

Def. Ciag liczbowy, w ktorym iloraz pomdzy kolejnymi wyrazami jest staty nazywartiggiem
geometrycznym

a, +1_
a,

q

g - iloraz chgu geometrycznego

UWAGA!

1. Ciag geometryczny musi mieco najmniej 3 wyrazy

2. Zaden wyraz eigu geometrycznego nie @by rowny 0
Niekiedy chg geometryczny definiujeiv ten sposoba,,, = a,[q,
Wéwczas mogwystpowa wyrazy rowne 0

Tw. Wz6r na n-ty wyraz agu geometrycznego wyira st wzorem

a, =a ™

Dowad (indukcyjny)
1.) Sprawdzamy, czy wzér jest prawdziwy dias 1
n=1
a, =a[f
a=a
L=P
Twierdzenie jest prawdziwe dla n=1
2.) zal@enie
a,=a "
Teza
a,, = a [
Dowaod
a,,=a,[0=ald" o= a0
Na mocy indukcji matematycznej twierdzenie jesiymiziwe dla kadej liczby naturalnej.

Przyktad
1

1
Wyznaczy as, jezeli a = i q=7
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3 = a, [tf
161\ 1.1 1
2=315) =357 s

Tw. a) Kazdy wyraz cagu geometrycznego z veykiemay i a,, jesli ciag jest skaczony spetnia
warunek

ay =,y (B,

b) Jezeli wyrazy cagu s dodatnie, to
a,=+a., @8, - $rednia geometryczna

Dowéd
a,,=ay”
a, =a ™"
.y = & L
a; =af’gOd=40d°04= a0¢"*= a0g™ =( A §)’= a

Przyktad
Wyznaczy jesli —A)i ——@
y y'an,J as_g a‘j_ 81
ay =, (B,
a; = a,[&
, _20 80 _1600
9 81 72¢
40 40
=57 & =707

Tw. Suma n-poczkowych wyrazéw eigu geometrycznego wyia st wzorem

| nix dla g=1
= a, XL dag#1
Dowéd
a)dlaqg=1
S=atat+tat.+3
poniewa =1, chg jest staty
§=3+3+a+.+a=1a

b) dla q# 1 (indukcyjny)
l)dla n=1

S=3
A
S. - q_ 1_ q - al
2) Zalozenie

_.1-q
S’l_ql_q

n
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Teza
l_qn 1_qﬂ | l_qn |
Sa=atat.+tata,= ql—q +an+1:a11_q +a g = al( 1-q +q ):
_(a'+a'd-9y__ 1-q™
=a,( 1-q =24,

Na mocy indukcji matematycznej twierdzenie jesiymtziwe dla kadej liczby naturalnej

Przyktad
Wyznaczy sunt 6 pocatkowych wyrazéw cigu geometrycznegm=2 i q=3

Korzystajc ze wzoru na sugm-pocatkowych wyrazow cigu geometrycznego

_ 1=
S=a7,

S}:Z%:—l(l—?):—]# §:—1+ 72% 728

Zadanie 1.
Miedzy liczby 32 i 500 wstawidwie tak, aby wszystkie cztery tworzyhagigeometryczny

(32 ,a,b,500) - dany ag
a - pierwsza liczba
b - druga liczba
Korzystam ze wzoru n@edna geometrycza

8y = 8y By
a’ =32
b? = al500

(£)° =500
a.4
1024
a* =51200@
a®=512000
a=80

b =20C
Odp: Szukanymi liczbamisa = 80 i b =200. Liczby c nie znalaztam

=500a

Zadanie 2.
Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 7 twer@ag geometryczny - malgjy. Najwigksza z nich jest
iloczynem liczby3 przez sumy pozostatych. Wyznacz te liczby.

Niech liczby a, b, ¢ tworz ciag geometryczny malggy, wigc a>b>c.
Z warunkow zadania otrzymujemy uktad rovina
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b’ =alt
atb+c=7
a=3(b+9
b’ =alt
b+c=7-a
a=3(7-a)
a=%2-%a
sa=7%
a=4
b’ = 4c
{b+c=3
b=3-c
{(3—c)2=4c
b=3-c¢c
{9—6c+02=4c
c*-10c+9=0
A =100- 4109= 64
JA =8
¢ =13 N
¢ =1 =9
a, =4 a,=4
{blzz O {bz:—6
¢ =1 ¢, =9
nie spetnia

Odp: Rozwazaniem g liczby 4, 2, 1.

Zadanie 3.
Sprawd, czy liczhya=3- 22 ,b=10- 72 i c=34- 24/ 2 tworzy postp geometryczny.

Jezeliliczby a, b, ¢ tworgpostp geometryczny, to mugzspetnig warunek
b =alc

(10- /2% =(3- 2/ 34 24 }
100- 146/ 2+ 98 102 72 2 G8 2 96
198- 146/ 2= 198 140 2
L=P

Odp: Liczby a, b, c twoszpostp geometryczny.
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7. GRANICA CI AGU LICZBOWEGO
I. Wstep
Def. Ciag, ktorego elementamadiczby nazywamyciagiem liczbowym
Def. Niech dana &dzie prosta (9liczbowa) i punkia na tej proste;.
Nieche bedzie dowoln liczba dodatni (€ > 0).

Przedziat otwartyq - € , a + €) nazywamyepsilonowym otoczeniem punktia

e>0

U (a,e)

Liczbe € nazywamypromieniem otoczenia
Przyktad

a=3
e=1

15 4 X
U@B,1)=(24)

N+

Zauwamy, ze punkt x nalgy do otoczenia punkta jesli zachodzi

a-e<x<a+e |la|]<d = a>-b
-e<Xx-a O X-a<eg a<-b
-ge<x-a<eg inaczej
|x-al<e -b<a<b

Zwrot ,prawie wszystkie wyrazy cagu” odnosi s¢ do cagow nieskaczonych i oznacza to tyle co:
wszystkie wyrazy agu z wyptkiem skaczonej ich liczby

Przyktad

1. Prawie wszystkie liczby naturalne wicksze od 10
zdanie prawdziwe
2. Prawie wszystkie liczbyasnieparzyste
zdanie fatszywe

Il. Granica cigu liczbowego
Przyktad
1
Rozwamy ciag o wyrazie ogolnyma, = = . L3,5.7...)

Wezmy punkt O i skonstruujmy kilka otoczéego punktu
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1/2

[ V)
LTSS ST

1/2 +

: ///////////////////
f L ALL LSS LS b kL]

-1/2 +

W kazdym wypadku poza otoczeniem punktu O pozostajécdana liczba aigu (a).

Zawsze mena wyznaczg§ takie ry, ze po skréleniu ny- pocatkowych wyrazow cigu, wszystkie
nastpne (tj. dla n > g) beda nalezaty do tego otoczenia.

O liczbie ,,zero” powiemyze jest granig Ciagu (&).

Def. Mowimy, ze liczbaa jestgranica ciagu (a,), jesli do dowolnego otoczenia liczlaynaleza
prawie wszystkie wyrazy @ju (a,).
Piszemy: lime, = a

n- o

limes - z tac. - granica

Ciag, ktory ma granice nazywanzpieznym.
Zamiast lima, = a wzywa st a, —» a
Powyzsza definicjc mazna zapisé nastpujaco:
lima, =a- AV Alg —-d<¢

n- oo e>0ny n>ny
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(Méwimy, ze ciag (&) ma granie a, j&li dla kazdego € =0 istnieje liczba naturalng taka,ze
dla wszystkich liczb naturalnych n 3 modlegi@d¢ pomidzy wyrazem cigu a, i liczba a jest mniejsza
niz €)

Powyzsza definicje sformutowat August Ludwig Cauchy [czyt. Koszi] 7@9 - 1857)

Jest tadefinicja Cauchy’ega
Aby z definicji wykaza, ze chg (a) ma grani¢ rowm a trzeba pokaza ze j&li tylko wyraz cagu
bedzie miat wskanik wickszy od g to kxdzie naleat do epsilonowego otoczenia punktu

Przyktad

Korzystajc z definicji wyka, ze graniq ciagu a, =+ jest liczba 0.

a,=+ a=0

la, —al<e

a-O<e

Inl<e

i<e/d

1<eln [:€

<n
5_10

1
&

n>
n. =

o =

0

Poniewa ny ma by liczba naturala wiec ny=[%]
Pokazakmy, ze istnieje taka liczba naturalna rze j&li tylko n >y, to zachodzi|; - 0Ol< £ , co
oznaczaze 0 jest granigciagu (&).

lims=0

n- oo

Zadanie 1.

n+2
=1

Wykaz, ze: |lim .
_n+2

n

a

n
a=1
Wezmy dowolneg >0
Rozpatrzmy:

lan-a<e
|2 < &
" -nl<e
lFl<e
n<e

2
n><

Zatem p=[%]
Pokazakmy, ze istnieje taka liczbagn ze jesli tylko n >y, to zachodz|™? - 1< £ , co oznaczase
1 jest granig ciagu (&).
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Zadanie 2.
ke, 7 lim o)
Wykaz, ze: mo -7
_6bn+1 a
a, = -1 a=2

Wezmy dowolnee >0
Rozpatrzmy:
lan-a| <e
6n+1_2|< .
3n-1
6n+1 6n-2
-1 an-1r°
Bl
Bn-1
3+e<NlE
3+¢
S22 ¢
3LE

. [3+ 5}
3@
e . e qon+1
Pokazakmy, ze istnieje taka liczba naturalng, ze j&li tylko n>ny to zachodzi |3n7—1 - 2|< £,

CO Oznaczaze 2 jest granigciagu (a).

<&

Zadanie 3.
Wykaz, ze:
2
g~
2
0= R a=1
Wezmy dowolnee >0
Rozpatrzmy:
la, —al<e
n? 1|<
n?+2 ¢
-2
n?+2
2l _,
In® +2|
2 <
n+2 ¢
2<&EN?+2¢
2> 2—-2¢
£
2—-2¢
n>

&



- Ciagi liczbowe -

Zatem

Pokazakimy, ze istnieje liczba naturalng teka,ze jeli tylko n > ny to zachodzi|

=[]

M
n?+2

-1l<e& co

oznaczaze 1 jest granicciagu (&).

[1l. Wiasnasci ciagow zbieznych

Tw.

Tw.

Tw.

Tw.

Tw.

Tw.

Tw.

Tw.

Kazdy ciag maze mig€ co najwyej 1 granie.

Graniq@ ciagu statego &, a, a ...Jest liczbaa
lima=a

n- o

( o dziataniach arytmetycznych na granicach)
Jeceli lim=a,=a i limb,=b ,to:

n— oo n— oo

a) lim(a, +b) =lim a +lim b = at+ b
b) lim(a, —b,) =lima, -lim k = a- b
c) lim(a,[b) =lima, llim b =a b

d) i a, a2 b #£0 i b#0
)My =himp, b F0

n
n- oo

(o wytaczaniu statej przed znak granicy)
Jeceli lima,=a i kOR ,to:

n- oo

lim(k[a,) = kllim g, = kl a

n- o

(o zachowaniu nieréwroi)
Jeceli lima, =a i limb,=b oraz a,=b, ,to:

n- oo n- o

lima, 2limb, (a>b)
n— o n— oo

Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony

( twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tznprasvd jest,ze kady ciag ograniczony jest
zbiezny

np.

(o trzech cigach)
Jeceli a,<b <c, i lima,=limg =b ,

n- o n- oo

to (bn) jest zbieny oraz zachodzi lim, = b

n- o

a) Jeeli a, - a tolimya, =\/a7

b) lim¥a =1

n- o

c) im¥n=1

n- o
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8. WYZNACZANIE GRANIC CIAGOW ZBIEZNYCH

1. lim2 =lim(30@) = 3im % = 3= 0
2. lim% =1lim(23) = 2im - = 2im( +[@ = 2im #0m = 20000= 0

n- o nﬂoo

n2 ! n n 1 lim1 lim1 1
lim ———=lim —— =lim —"— =lim — i — =
neent 42 neefZ2 o neel 4 2 n~oo1+ I|m(1+ 2) I|m1+I|m 1+O
n- o n_,oo

I Jezeli chcemy obliczy granie ciagu @) , ktérego wzo6r ogélny dany jest ilorazem, ugle
podzielt licznik i mianownik przez najwasza potge mianownika.

Il.
. 1+ 2+ 4n(x) oo n+n . 1+% 1
lim > =lim— =lim — =lim e =
n- oo 2n +3 n- oo 2n +3 n- oo 4’] 6 n—»°°4+¥ 4

(D zauwamy, ze w liczniku mamy sugn-pocatkowych wyrazéw cigu arytmetycznego

1+n_ _n*+n
5= e
\VA
\/n +3n on_ -2 2 ARtic2_
=lim =i e Sim
V.
. . Vn®+3n+n
lim(~/n? +3n-1) :I|m[(\/ F +3n- t)[( n)]
(\/n +3n- n)(\/nz+3n+r) . n +3n-  jim
=lim 23
”*”w/1+ +1 x/Z_L+1 2
Zadanie 1.
Oblicz:
L -7 iy 3-5 3_3
. im —_— = — =
n-»n®—=2n° +n-2 rmol—%+n—lz—n% 1
2n-1(1-n -2n* +3n-1 —2+5-
2. lim ( :D( )—|' 2 :Iim—1“:—2
.o (N+1N n-o  N°+n R
Zadanie 2.
Oblicz:
Iim(n+1)!—n!_. ni(n+)t-r _ . ni(n+Pt-n] _ . n _1_ 1
o (N+D)1+N neen(n+Dl+ A nenl(n+dl+d] nen+2 1
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Zadanie 3.
Oblicz:
Jn2 —1++/n2-2
Ilmx/n -1- Jn -2 —Ilmx/n—l \/n—ZD =
iim( ) =lim ( )=
T ek el L =iim 1 -
n-2nZ —1+4/n% - 2 ”*°°x/n —1+«/n -2 "enfl-—2+n/1--2
1 1

9. LICZBA e

1 n
I. Rozpatrzmy cig o wyrazie ogolnym a, = (1+ ﬁ)

1. Wykazemy, iz ciag (a,) jest rosacyfrkoé);szta’ac';'.z)nieréwnéci Bernouliego tj.n > 1.
(L+x)'>1+nx gdzie x>-10 x#0
i podstawiagc w miejsce x = -+ otrzymamy:
(-3 >1-3
[(1+D(L-I" > 1-7
1+ ("> L)
1+ (") >1
1+ >1 /G
(1+9)" > ()"
A wigc mamy
8, = (1+9)" > (@)™ = =1+ ) =a,,

an > an-1
Whniosek: Cag (an) jest zatem rosiey.

2. Wykazemy, ze chg (a,) jest ograniczony.
Korzystapc z dwumianu Newtona otrzymamy:

= (1) (o)l“ﬂ(l) (1)1“[(1) e -

1 -1 1
—lenEe— O+, +———— - =1+1+ MG—;...
n 2l(n 2! n nl(n N! n 12 n
n(n-1) n(n-1)1.C21 n—-
SN0 L T e g,
12R1M(h- ) n" 12 7 1X.h- In e

(i PP O S € S S > WO SO S
T 10Mh-I)n e - 120.0n- ) n 12 7 12B1.0

1
2n—1

<1+ 1+1+i2+,_,+
2 2
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23,1 jest sum n-pocatkowych wyrazéw cigu geometrycznego o

Zauwamy,ze 1+ 3+ +...+
wyrazeniu ;=1 i q=3%
Podstawiajc do wzoru na sugn-pocatkowych wyrazow eigu geometrycznego otrzymamy:

S =a ng‘_qq

_(;)n
§ =16 T =203

2

a, <1+2(1-5)<1+ 2= 3 ; a<3

Whniosek
Ciag (a,) jest ograniczony z gory przez liczB.
a,(1+7)"
Korzystajc z nieréwnéci Bernouliego (1 «)">1 +nx i podstawiajc w miejsce x = +
otrzymamy:

@+73)">1+nG
A+H">1+1
a, =(1+7)">2
a,>2

Whiosek
Ciag (an) jest ograniczony z dotu przez liczB.

3. Poniewa ciag (a,) jest ograniczony i monotoniczny, &gina mocy twierdzenia jest zhig/ - ma
granic.

Jego granig jest liczbae.

lim,(1+3)" =e

Liczba e zwana inaczej liczbNepera jest to liczbagtaca granig ciagu liczbowego
nieskaiczonego(1+ )"

e=2,71821828459...
Oznaczenie jej wprowadzit w 1736 roku matematykajearski Leonhard Euler. Liczlegest
niewymierna (podobnie jak) i przestpna (nie jest pierwiastkiem wielomianu o
wspotczynnikach catkowitych).
Ma szerokie zastosowanie w matematyce i w fizyest, podstawlogarytmu naturalnego oraz
funkcji wyktadniczej.

II. GRANICE Z LICZBA e

Przy wyznaczaniu granic z liczle wygodnie jest korzystaz twierdzenia:

Tw. Jeeli ciag (a,) jest takim cigiem,ze
1

ima, =0 i a,#0 ,tolim(l+a)* =e
n- o

n- oo
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Zadanie

Wyznaczy grani@ ciagu o wyrazie ogolnym
a)a, =(1+3)"

lima, = I|m(1+ An —I|m[( 1+3 72
b)a,=1-7)"

lima, =lim(1-3" =lim[(1+3 ] *=e’=1
c)a,=(1-9H"

lima, =lim(1- 273 — im(1-4) "1~ ° =lim[( 1+3 -] * m( 1-3% ® =e* 1= &'

n - oo

10. CIAGI ZBIE ZNE DO NIESKONCZONOSCI

Przyktad
Wezmy ciag (@) =n
e=012,2,3,4,
an
5 4
4 4
3 €
€
2
1+ .
0
0 1 No=2 3 4 5 n

Zauwamy, ze biomc dowolry liczbe € > 0 prawie wszystkie wyrazyagu (@,) sa wigksze ode.

Def. Mowimy, ze cig (a,) dazy do+oo (jest rozbieny do+w), jesli dla kazdej (dowolnej) liczby
€ >0 prawie wszystkie wyrazy gju a1 wicksze ode.
Piszemy: lima, =+

Mozemy zapisé&
lima, =+ =« AV A a, >

n- o £>0ny N>ny

UWAGA !l
1. Ciagami rozbienymi nazywa si tez ciagi, ktore nie maj zadnej granicy.
2. Jeli granica ciagu (&) jest+eo to mowimy,ze cag ma grani¢ niewtaciwa.
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T

Zauwamy, ze biomc dowolry liczbe € > 0 prawie wszystkie wyrazyagu s mniejsze od &.
Powiemy,ze (g) — - .

Def. Méwimy, ze chg (&) dazy do-o (jest rozbieny do-o), jesli dla kazdej dowolnej liczby
€ >0 prawie wszystkie wyrazy ggu s mniejsze od &

lima, =-© <« AV A a, <-¢

n- oo e>0ny n>ny
Zadanie
Korzystapc z definicji wyka, ze:
limn=+c

n- oo

Mamy chg o wyrazie ogoélnyma, =n
Wezmy dowolnee > 0
an>¢€
n>g
Np=1[¢]
Pokazakmy, ze istnieje taki wskanik np=[¢€], ze j&li tylko n>ny to spetniony jest warunek
an > €, Co oznaczae lima, =+

n-oo

. Twierdzenie o agach rozbienych.
Tw. Jeeli lim|a,|=, to lim3 =0

Przyktad
ah=N- +o a=-N- —o
é:—i_,o a—i:——i_,o
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Tw. a.)Jeeli a,>0 i lima, =0, tolim- =+

n- oo n- oo

b.) Jeeli a,<0 i lima, =0, to Iimé:—oo

n- oo n- oo

Tw. a.)Jeeli lima, =+ iwyrazy b,=>a, ,to limb, =+

n- o n— oo

b.) Jeeli lima, =-c |wyrazy b,<a, ,to limb, =-o

n-o n- o

Tw. a.)Jeeli lima, =+ i limb, =+ ,to lima, [b, =+
n—- o n— oo n- o

b.) Jeeli lima, =-% i limb, =-c ,to lima, [, =-c

n- oo n-oo n- o

Tw. a.)Jeeli lima, =+c ilimb, =+ ,to lim(a, +b,)=+
n- oo

n— o n- o

b.) Jeeli lima, =-% ilimb =-0 ,to lim@, +b,)=-

n- o n- oo

[ll. Symbole nieoznaczone
Jezeli lima, =+ i limb, =+ to 0 granicy cigu @, - b,) nie mana nic powiedzié

n— oo n- o

Przykiad
a-)b —n b - = lim(a, - b,) =lim(n- 1 =m0 =0
)b =n bn +oo = le(an - bn) = |n|m(2n— r) :|r|]m n= +oo

Mowimy, ze s to symbole nieoznaczone typo — o . Do symboli nieoznaczonych nadetakze:

o
818 8|o S

W tym wypadku ,,0” oznacza @j zbiezny do zera.

12. SZEREG GEOMETRYCZNY

I. Zenon z Eleigrecki filozof.Zyt ok. 490 r. p.n.e. do 430 r. p.n.e. Jako jedeierwszych
zajmowat st czasem, ruchem i pgjiem nieskaczondci. Uwazamy go za prekursora poja
szeregu. Najbardziej znane paradoksy Zenona to:
1.)ZOLW | ACHILLES - Achilles nigdy nie dogori6twia, bo to caciga musi przyb§ tam,

skad wyruszyto to co ucieka, tak to co wolniejsze musi je zawsze wyprzedza
2.) STRZALA - opiera si na tym,ze czas sktadasi odebnych chwil. Jeeli rzecz zawsze

spoczywa albo poruszasiza to co s¢ porusza jest zawsze w chwili tenéejszej to legca
strzata stoi.

3.)! - to co s¢ porusza musi wpierw przybylo potowy nk do kaica drogi
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Il. Szereg geometryczny

Przykfad
Niech dany bdzie AB o diugdci AB=1

Dzielimy AB punktem A na pét, nagpnie A B punktem A na pét itd.
Zauwamy, ze:

1
AA =2

Utworzony chg d+ugo§ci tworzy chg geometryczny
2:4:80.-)0 8 = =32
Tworzymy sumy czscmwe
S=AA=3=1-3
S, = AA+ A: A=3+5=
S, = AA+ AA+ 6 A=
1

S =1-=
2n

Jezelinwzrastato 5- 1

Def. Niech dany bdzie cag geometryczny nieskazony
(a.al,amm? .., am"™)

Si=a
S=a+ally
Ss=a+ally+aly

Ciag (&) gdzie

Ss=a+tal+..+al™
nazywamyciggiem sum cesciowych lub szeregiem geometrycznym oznaczamy

2.8, =a + a0k
n=1

Jezeli (S,) magrani¢ S, to € grani@ nazywamysumg Szeregu geometrycznegoo szeregu ,
ktory ma sum mowimy, ze jest zbieny.

UWAGA !l

1.) Szereg geometryczny nazywa t&

suma nieskaiczonego cigu geometrycznego

2.) Pogcie szeregu dotyczy dowolnegagu nieskaczonego
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Przyktad

CEEE 9

3+ %+%+ =1

I|mSn —I|m(1—— =0

Tw. (Kryterium zbie znosci szeregu geometrycznego )

Szereg geometryczny a, [f"" jest zbieny, wtedy i tylko wtedy gdy

n=1

a,
|g| <1 oraz zachodzg, =lim § = s
UWAGA !l
Umawiamy s, ze w szeregu q liczby naturalne zaczyrsi¢ od 0 (whcznie z 0)
Dowad
_a- aq a _ a,q"
% 81 1- q 1-q l—q 1-q
zat.
lal<1
ims, = tim (-2 - 38) =jim 2 jjm 202 g

e Te\1-g 1-q) Tnel-g nel-g kg

(S)) jest zbieny

[ll. Utamki dziesktne okresowe

Zamien na utamki zwykte
a.) 0,(3)
0,3333... =x 10
3,33... = 10x
3,333...-0,333... =10x - x
3 =9x
1

X=§

*)
b.) 3,333...-0,333... =0,3 + 0,03 + 0,003 +=.

Wik

(D Zauwamy, ze jest to szereg geometryczny
0a=0,3iQg=7
Poniewa? | g| <1 zatem szereg ten jest zbjei mazna wyznaczy jego sum ze wzoru
= q
0,3 03 1

S =1-01"09 3
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Zadanie 1.
Wyznacz sumg szeregu:

J2+1 1
+ +...
J2-1 J2-1
Wyznaczamy Q:
1 JE 1 J2-1 V2-1_2-42
S V2241 22+2-2-42 2 2

IqFF%¥:F1

Zatem suma szeregu wWynosi:

J2+1

S= al-fl— 2+ 4

1-q9 1-
Odp: Suma wynosB\/E + 4.

Zadanie 2.
Rozwiaz réwnanie:
X+5+5+..=2
Zauwamy, ze lewa strona rOwnania jest szeregiem geometrycangin=x i q=3
Poniewa | q| <1 to szereg jest zhg.

_ & _X_
S= 1-q % 2X
S=2=2x

X=2

Odp: Rozwizaniem jest x = 2.

Zadanie 3.
Oblicz dtugdc¢ liny sktadajcej skt z o« liczby pétokiegdw jesli ich srednice maj odpowiednio
a,3a,sa,...

Zauwamy, ze

r,=3a
r,=za
r,=sa

Dlugos¢ potokregu wyraza st wzorem: L =4%= 7ir zatem kolejne potokgi beda miaty diugaé:

*)

L, =% L +L,+L,+..=5+5+ . =ar
L, =%
0 a=%
q=13 | g | <1- szereg zbimy
a an
S=——=——=arn
1-q 1-3

Odp: Lina ma diug& arr.
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ZADANIA DLA CZYTELNIKA

1. Znalez¢ 4 liczby tworace cag geometryczny jeeli wiadomo,ze suma wyrazow skrajnych wynosi
36, za suma wszystkich czterech jest rowna 60.
. Boki trojkata tworz ciag geometryczny. Jaki warunek musi speiiiaraz q tego cagu ?
3. Liczbaa jest pierwiastkiem rownania
2log(Za-4) -log(9 -a) = 2 log3
z& liczbab wartcicia wyrazenia
(3V5)2(sin150 - c0s120 )
Wyznaczx iy tak, aby liczby:
a.)a, X, b byly trzema kolejnymi wyrazamiagju arytmetycznego;
b.)a, x, b byly trzema kolejnymi wyrazamiggu geometrycznego.
. 8 . 5-1@
4. Oblicz: 2x+4+—+...=lim
X n-e 3n+1
5. W kwadratk; o boku a wpisano kwadrak, tak,ze wierzchotki k, s srodkami bokéwk; . W
kwadrat k, analogicznie wpisano kwadr#g itd.
a) obliczy¢ sune pol wszystkich kwadratow
b) obliczy¢ sune obwodow wszystkich kwadratow

N

Odpowiedzi:

1. (32, 16, 8, 4) lub (4, 8, 16, 32)
2. 3(¥5-) <q<3(V5+)
3.a)x=25
b.)y=-15 luby=15
4. x=4
5. a.) 2a°

b.) 8a+4/2a
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