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Leonardo Fibonacci byt wioskim matematykiem urodzonym miedzy rokiem
1170-1180 w Pizie. Bytsynem handlarza, stad tez juz za mtodych lat uczyt
sie postugiwac liczydtem. Gdy dordst odbyt liczne podrdze po basenie

Morza Srédziemnego, w trakcie tych podrézy napisat jedno ze swoich
najstynniejszych dziet — Liber Abacci (Ksiega obliczen), w niej to dat poczatek
uzywanemu po dzi$ dzien arabskiemu systemowi liczbowemu. Wprowadzit
system dziesietny z zerem na pierwszym miejscu, co w duzym stopniu
utatwito obliczenia.

W swoich czasach byt wybitng postacia, swiadczy o tym chociazby spotkanie
z cesarzem Fryderykiem Il. Ostatecznie zostat zapomniany, a krzywa wieza
w Pizie jest bardziej znana anizeli jeden z najwybitniejszych matematykow
tamtych lat. Po za Liber Abacci, Fibonacci napisat réwniez Practica
Geometriae oraz Liber Quadratoum. Zmart miedzy rokiem 1240- 1250.
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bonacciego.

Sposrod wszystkich ciggow liczbowych, ktére wystepujg, jeden jest
szczegolnie interesujacy. Liczby naturalne tworzg cigg o takiej wtasnosci, ze
kolejny wyraz (z wyjatkiem dwdch pierwszych) jest sumg dwdch
poprzednich nazywa sie liczbami Fibonacciego i pojawiajg sie w tak wielu
sytuacjach, ze wydaje sie to niemozliwe.

Cigg Fibonacciego to ciag liczb okreslony rekurencyjnie w sposéb

nastepujacy:
Fo=0
Fi=1

Fo=Fp1+Fnp, dlanz2

Poczatkowe wartosci tego ciggu to:
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

Podstawowy cigg liczb Fibonacciego to: 1,1, 2,3, 5, 8, ... Kazda liczba w
ciggu jest suma dwoch poprzednich (poza pierwszga i drugg). Mamy wiec do
czynienia z ciggiem rekurencyjnym. Ciag liczbowy Fibonacciego jest
pierwszym ze znanych ciggow tego rodzaju. Nie bytoby w nim nic
szczegoblnego, gdyby nie fakt, ze posiada szereg specyficznych wtasciwosci.
Poczynajac od zaleznosci miedzy liczbami, a konczgc na wystepowaniu tych
liczb w otaczajgcym nas Swiecie. Fibonacci stworzyt ten cigg na potrzebe
wyjasnienia czysto naturalnego problemu z krélikami. Najbardziej bliski
cztowiekowi jest on sam, trudno jest wiec zacza¢ przytaczac przyktady od
innego elementu wszechswiata jak wtasnie od cztowieka. Statystycznie
rzecz ujmujac, kazdy z nas ma jedng gtowe, jeden nos, jedne usta, jeden
jezyk, dwie rece, dwie nogi, dwa ptuca, 3 elementy sktadowe reki oraz nogi,
5 palcow u kazdej rekii nogi (notabene, kazdy z nich sktada sie z 3 czesci).
Kolejne przyktady przytoczy¢ mozna z zycia zwierzat, roslin a takze martwej
natury. Oczywiscie, nie wszystko uktada sie w cigg Fibonacciego (jak
chociazby 4 tapy psa). Jednak na liczbach nie konczy sie obecnos¢ ciggu w
naturze. Istotg koncepcji widzenia $wiata przez pryzmat tego niezwyktego
ciggu liczbowego sg relacje miedzy liczbami.



3.Liczba

phi.

W tabeli 1 przedstawiono stosunki poszczegdlnych liczb miedzy soba. Na
pierwszy rzut oka widac, ze stosunki miedzy liczbami w tym ciggu pozostajg
w statej relacji. Kazda liczba ciggu Fibonacciego podzielona przez liczbe
nastepng daje wynik rowny w przyblizeniu 0,618, natomiast dzielgc jg przez
liczbe poprzednig otrzyma sie 1.618 (im wieksze liczby tym doktadniejsza
zaleznos¢). State sg rowniez relacje miedzy bardziej odlegtymi od siebie
liczbami.

Najwazniejsze ogodlnie ujete zaleznosci prezentuje wzor:

I~ 0,618 ™1x1,618
An+1 an

Wszystkie zaleznosci oparte na liczbach Fibonacciego nazywane sg
wspodtczynnikami Fibonacciego i pozwalajg na opisanie szeregu zdarzen czy
to w przyrodzie czy tez na rynku finansowym. Co ciekawe, zaleznosci miedzy
wspotczynnikami Fibonacciego sgidentyczne jak w przypadku liczb
Fibonacciego, (np. 0.236/0.382 =0,618). Najwazniejszg sposrod wszystkich
tych liczb jest 0,618 nazywana liczbg phi (®). Jest to jedyna liczba, ktdra po
dodaniu 1 daje swojg odwrotnos¢, co prezentujg wzory:

1
0,618+1=—
1 _0,618

1,618

0,618x1,618=1

Ciekawym jest wiec brak zainteresowania liczbg, ktora okresla zaleznosci w
catym wszechswiecie, poczynajac od ksztattu galaktyk, a konczac na muszli
Slimaka Nautilus.
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Tabela. Stosunki liczbowe miedzy liczbami w ciggu Fibonacciego

1 1,000 | 2,000 [ 3,000 | 5,000 |8,000 | 13,000 | 21,000 | 34,000 | 55,000 | 89,000

2 0.500 (1,000 | 1,500 | 2,500 [ 4,000 6,500 10,500 | 17,000 | 27,500 | 44,500

3 0,333 | 0,667 | 1,000 | 1,667 | 2,667 4,333 7,000 11,333 | 18,333 | 29,667

5 0,200 | 0,400 | 0,600 | 1,000 | 1,600 2,600 4,200 6,800 11,000 | 17,800

8 0,125 (0,250 | 0,375 | 0,625 | 1,000 1,625 2,625 4,250 6,875 11,125

13 0,077 | 0,154 | 0,231 | 0,385 | 0,615 1,000 1,615 2,615 4,231 6,846

21 0,048 | 0,095 |0,143 | 0,238 | 0,381 0,619 1,000 1,619 2,619 4,238

34 0,029 (0,059 | 0,088 | 0,247 | 0,235 0,382 0,618 1,000 1,618 2,618

55 0,018 | 0,036 | 0,055 | 0,091 | 0,145 0,236 0,382 0,618 1,000 1,618

89 0,011 (0,022 | 0,034 | 0,056 | 0,090 0,146 0,236 0,382 0,618 1,000




Istniejg trzy bezposrednie zastosowania liczby phi w matematyce, a
doktadnie mowigc w geometrii. Wyrdznia sie:

1.ztoty podziat,
2.ztoty prostokgt
3.zfotq spirale.

1.Ztotym podziatem nazywamy taki podziat odcinka, ze relacja miedzy
krétszg czescig a dtuzszg, jest taka sama jak relacja dtuzszej czescido
cafosciijest rowna phi, czyli 0,618. Kazdy odcinek moze zostac tak dzielony
w nieskonczonos¢. Natura wydaje sie dzieli¢ ztotym podziatem, wiele z
mozliwych do wykazania proporcji w ciele ludzkim jest bliska badz idealnie
rowna ztotemu podziatowi. Najbardziej znamiennym przyktadem jest
wysokosc na jakiej znajduje sie pepek, ktora statystycznie wynosi wtasnie
0,618 ciata ludzkiego. Inne to proporcje tworzone przez dtugosci
poszczegodlnych kosci w ciele ludzkim, uktad twarzy itd.

a=c+b

a _ b
=% "7

Zoty podziat- schemat.

2. Ztoty prostokat sktada sie z bokdéw pozostajgcych w relacji 1.618 do 1.
Prostokat taki moze byc¢ dzielony w nieskonczonos¢ na mniejsze ztote
prostokaty oraz kwadraty, wykorzystujgc oczywiscie ztoty podziat.
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Zfoty prostokat - schemat

3.Ztota spiralajest dynamiczng formg wykorzystania ztotej proporcji. Jest to
spirala logarytmiczna, ktéra nie posiada ani konca ani poczgtku. W
dowolnym momencie stosunek dtugosci tfuku do jego przekatnej wynosi
1.618. Trzymajac sie zasady ztotego podziatu, relacja dtugosci przekatnej
do dtuzszego promienia jest taka sama jak dtugosci dtuzszego promienia do
krétszego i wynosi 1.618.

Spirala Fibonacciego - Huragan Irene
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Spirala Fibonacciego - kaktus

Spirala Fibonacciego - skorupa slimaka Nautilus

Spirala Fibonacciego - strumieri wody
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przyrodzie.
1) !'

Cigg Fibonacciego nalezy do ulubionych ciggdw spotykanych w przyrodzie
—mozna go odnalez¢ w wielu jej aspektach —zaréwno w ksztattach
fizycznych struktur, jak i w przebiegu zmian w strukturach dynamicznych.

1. Krdliki.

Zmiany dynamiczne pod tym wzgledem najlepiej charakteryzuje
rozmnazanie sie krolikdow. Przy zatozeniu, ze poczgtkowo mamy jedng pare
—samca i samice, ktérzy po miesigcu wydadzg na Swiat potomstwo,

po kolejnym miesigcu ich progenitura jest zdolna do reprodukcji, rodzice
zas$ nadal sie rozmnazajg, tatwo policzy¢ roczny przyrost krolikow w sposob
charakterystyczny dla naszego ciggu. Spdjrzmy na tabelke:

Miesiac EEEREEEN iid t 1&
LGz pu | 2 3 5 & W o u s wauzw

fOSNCh ‘ | Il . b 1
'Liczba par miodych 11 1 2 3 § 6 13 2| 3“ 55 8% 14 1
|

Uetbaporwsumie 2 3 6 8 13 2 34 5§ 8 14 23 an

Whniosek:

Kazda para co miesigc wydaje na swiat parke mtodych, ktére po miesigcu,
bedac juz zdolne do rozrodu, rozmnazaja sie w analogiczny sposob,
przy czym wcigz rodzg sie mtode z poprzednich par.

2.Trutnie.

Kolejnym przyktadem struktury dynamicznej mogg by¢ trutnie. Samiec
pszczoty w przeciwienstwie do samicy (krélowej, ktéra ma zaréwno ojca,
jak i matke —inng krélowg) powstaje wytacznie dzieki matce. Jak wiec
wyglada jego drzewo genealogiczne?
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Prapradziadkowie

Pradziadkowie

D#adkowie
Matka

Truten

Whniosek:

Przodkowie trutnia — jego matka, jej rodzice i dalej, az po pradziadkow,
narastajg zgodnie z zasadga ciggu Fibonacciego — kolejne pokolenia to suma
dwdch poprzednich.

3.Drzewa.

Na rysunku ponizej pokazane jest drzewo, ktore rosnie podobnie, jak
rozmnazajg sie kroliki w modelu Fibonacciego: kazda gataz przez pierwszy
rok jedynie wzrasta, a w kazdym nastepnym roku wypuszcza jedng mtoda
gataz. Ten model wzrostu wydaje sie by¢ nawet bardziej realistyczny, niz

rozmnazanie sie stada krolikdw - biolodzy potrafig wskazac drzewa, ktére
tak wtasnie sie rozrastaja.




4.Szyszki i stoneczniki.

Najbardziej znanymi przyktadami wystepowania liczb Fibonacciego w naturze sg
uktady tusek na szyszkachi uktady pestek w tarczach stonecznikdéw.

Na rysunku jest pokazana szyszka, na ktorej zaznaczono spirale tworzone
przez jej tuski. Spirale te sg prawoskretne i lewoskretne (w przypadku tej
szyszkijest 8 - lewoskretnych i 13 - prawoskretnych). Nie zawsze szyszki
nawet tego samego gatunku sosny majg takg samg liczbe spiral, nie zawsze
rowniez przewazajg lewoskretne czy prawoskretne. Ale, z wyjatkiem kilku
procent "odszczepiencow", tuski na wiekszosci szyszek uktadaja sie wzdtuz
spiral, ktorych liczby sg scisle zwigzane z kolejnymi liczbami Fibonacciego.
Podobnie, jak tuski na szyszkach, uktadajg sie pestki w tarczy stonecznika -
rowniez wzdtuz spiral, ktorych liczba jest zwigzana z liczbami Fibonacciego.




5.Ananas.

Uktad ziarenek ananasa. Ziarenka ananasa przypominajgce szesciokgtne
klatki sg rozmieszczone w rzedach o réoznych kierunkach:

e 5 rownolegtych rzedéw podnoszacych sie tagodnie w

prawo,

e 8 rzedow podnoszacych sie nieco bardziej stromo w lewo,

e 13 rzedow podnoszacych sie bardziej stromo w prawo.

6.Liscie na gatazkach i gatazki na todygach.

Zadziwiajacy wynik dajg obserwacje rozktadu lisci na gatgzkach i gatgzek na
todydze drzewa. Nie wszystkie liscie lezg jeden nad drugim, podobnie
gatazki. Uktadajg sie one wzdtuz spirali, ktora okraza todyge. Krzywa ta
nazywa sie helisg. Cyklem tej krzywej nazywa sie odlegtosé lisci osadzonych
doktadnie jeden nad drugim, wzdtuz gatezi lub todygi. Helise danej rosliny
mozna scharakteryzowac dwiema liczbami: liczbg obrotow cyklu helisy
wokot gatazki lub todygi oraz liczbg odstepdw miedzy kolejnymi lis¢mi
lezgcymi nad soba.
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Okazuje sie, ze dla bardzo wielu roslin te dwie liczby sg liczbami
Fibonacciego. Na przyktad, drzewo bukowe ma cykl ztozony z trzech lisci i
wykonuje on jeden obrét, a wierzba amerykanska ma cykl ztozony z 13 lisci
i wykonuje on 5 obrotéw.

Po dzial.

Najblizsze nam liczby Fibonacciego to 1,21 5, pie¢ palcow u kazdej reki, dwie
konczyny gorne i dwie dolne, pie¢ zmystow, trzy wypustki glowy (dwoje uszu i
nos), trzy otwory gtowy (dwoje oczu i usta) i pojedyncze organy. W tym
schemacie identycznych czesciciata brakuje liczby 4, a nawet, jesli uznamy
cztery konczyny za nalezace do tej samej kategorii, to znacznie wiecej
znajdziemy w naszym ciele liczb 5. Poza tym, u wiekszosci ludzi wysokos¢ do
pepka stanowi 0,618 tgcznej wysokosci, co zauwazyt i naszkicowat Leonardo
da Vinci. Jesli zmierzymy dtugos¢ poszczegdlnych kosci palcow wéwczas ich
proporcje bedg rowniez oscylowaty wokot liczby fi.
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W ludzkim ciele, w dokfadniej w ciele mezczyzny, zaréwno cata postac, jak i
wiele poszczegdlnych czescipodlega prawom ztotego ciecia.

Wezmy na poczatek cafg postac:

A) Odlegtos¢ od czubka gtowy do ramion / odlegtos¢ od oczu do ramion = fi
B) Odlegtos¢ od czubka gtowy do podtogi / odlegtos¢ od pepka do podtogi =
fi

C) Odlegtos¢ od czubka gtowy do pepka / odlegtos¢ od ramienia do pepka =
fi
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Zanalizujmy teraz reke i dton:
e QOdlegtos¢ miedzy ramieniem a czubkiem palcéw (A-U) / odlegtos¢ miedzy
tokciem a czubkiem palcow (I-U)= fi

e Odlegtos¢ od tokcia do nadgarstka (I-O) / odlegtos¢ od nadgarstka do czubka
palcow(O-U)=fi
e Odlegtos¢ od ramienia do tokcia (A-l) / odlegtos¢ od pachy do tokcia (E-I) = fi
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Podobne zaleznosci znajdziemy mierzac palce u ndg, stawy dtoni, odlegtosci
miedzy kregami.

16



0.Bi

bliograiia:

1) http://analizy.investio.pl/seria-analiza-techniczna-leonardo-fibonacci-i-jego-ciag-
liczbowy/

2) http://www.swiatmatematyki.pl/index.php?p=50
3) http://free.of.pl/f/fibonacci/wystepowanie.html

4) http://altao.pl/3/artykuly/tajemnice-przyrody-i-matematyki-ciag-fibonacciego-i-
liczba-fi.htm

17


http://www.swiatmatematyki.pl/index.php?p=50
http://free.of.pl/f/fibonacci/wystepowanie.html

18



19



	1.Biografia Leonarda Fibonacciego.

