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Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje sie
badaniem praw rzadzacych zjawiskami
losowymi (przypadkowymi).

Jego dynamiczny rozw0j rozpoczat sie w XVII w.
Poczatkowo dotyczyt teorii gier hazardowych, z czasem
znalazt szerokie zastosowanie w innych dziedzinach zycia
i nauki (np. rachunek btedow, statystyka, demografia,
ubezpieczenia).
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Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje sie analiza
praw rzadzacych zjawiskami przypadkowymi tj.
takimi, ktorych przebiegu (wyniku) nie mozna
przewidzieC. Dzieje sie tak dlatego, ze na przebieg
Zjawiska losowego ma wptyw wiele przyczyn,

z ktorych jedynie czesS¢ mozemy kontrolowac

np. przy rzucie monety: predkosc obrotowa monety,
sitg rzutu, prady powietrza, sprezystos¢ materiatu itp.
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ALGEBRA ZDARZEN

Podobnie jak inne dziaty matematyki np. geometria,
rachunek prawdopodobienstwa wychodzi z pewnych
pojec pierwotnych. Pojeciem pierwotnym rachunku
brawdopodobienstwa jest zdarzenie elementarne,

ktore oznaczamy literg ®. Zbior wszystkich zdarzen

elementarnych bedziemy oznaczali literg
i nazywali przestrzenia zdarzen elementarnych.
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#RZYKLAD
1. Rzut monetg
ol =0

®2 = R Q={wl,®2}={0,R}
2. Rzut kostka

ol =1

®w2 =2

®3 =3 Q = {0l,02,03,04,05,06}
o4 =4 = {11213141516}

o5 =5

®b =6
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DEFINICJA

Kazdy podzbior zbioru zdarzen elementarnych Q
nazywamy zdarzeniem w zbiorze €.

Zdarzenie oznaczamy duzymi literami A, B, C.....

PRZYKLAD
Q=Awl ,n2 ,n3 , o4}
A={nl , o2}
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DEFINICJA
Mowimy, ze zdarzenie elementarne w sprzyja
zdarzeniu A (Ac Q) , jezeli oe A

Kazde zdarzenie elementarne w sprzyja zdarzeniu
bedacemu catym zbiorem Q. Mowimy wtedy o
zdarzeniu pewnym.

Zadne zdarzenie elementarne w nie sprzyja zdarzeniu
bedacemu zbiorem pustym. Mowimy wtedy o
zdarzeniu niemozliwym.
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N

a zdarzeniach elementarnych podobnie jak na
zbiorach mozna wykonywac dziatania.

DEFINICIA

Niech A i B bedg dowolnymi podzbiorami zbioru Q.

- sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AUB

- iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie ANB

- roznicg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\B

- zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy
zdarzenie A" = Q\A
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PRZYKLAD

Rzucamy kostkg do gry.
Niech A bedzie zdarzeniem — wypadto co najmniej

5 oczek, a B — wypadta liczba pierwsza.

Wyznacz zdarzenia
AUB, ANB, A\B, B\A , A, B’
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Mowimy, ze dwa doswiadczenia przebiegaja
w identycznych warunkach ( sg identyczne),
jezeli majg te same zbiory kontrolowanych przyczyn.

Wyniki doswiadczen nazywamy zdarzeniami.
Doswiadczenie, ktore mozemy przeprowadzic
dowolnie wiele razy nazywamy powtarzalnym
np. pomiar masy. Istniejg takie doswiadczenia
niepowtarzalne np. pomiar czasu palenia zarowki.
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Zjawiska polegajgce na przeprowadzeniu (przebiegu)
duzej ilosci tych samych doswiadczen nazywamy
zjawiskami masowymi.

Zjawiska masowe majg swoje specyficzne
prawidfowosci.
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Jesli wsrod N doswiadczen zdarzenie A zaszto
n(A) razy, to liczbe

n(A)
N

nazywamy czestoscia zdarzenia A
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W zjawiskach masowych czestosci wystepowania
kazdego zdarzenia majg te wtasnos¢, ze wraz ze
wzrostem liczby N wykazujg tendencje skupiania sie
dookota pewnej liczby, zaleznej od tego zdarzenia.

Te wiasnosc nazywamy
stabilnoscig czestosci.
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Liczba rzutow N Liczba ortdow n(A) Czestosc¢ zdarzenia

200 116 0,5800
300 153 0,5100
500 251 0,5020
1000 504 0,5040
2000 1002 0,5010

10000 4993 0,4993
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Wiasnosci czestosci

1.Poniewaz n(A)>01 N >0 , wiec N(A) >0

2. Jesli zdarzenia A i B wytaczaja sie, to liczba
pojawienia sie zdarzenia AU B jest rowna
sumie czestosci tych zdarzen tj.

n(AuB) n(A)+n(B) n(A) n(B)
N N N N
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3. Jesli n(A)=N, to czestosc zdarzenia A jest
rowna 1

n(A) N 1
N N
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo jest teoretycznym
odpowiednikiem czestosci.

Pierwszg definicje prawdopodobienstwa
wprowadzit Laplace.
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Jezeli wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne, to prawdopodobienstwo kazdego
zdarzenia jest ilorazem liczby zdarzen elementarnych

sprzyjajacych zdarzeniu przez liczbe wszystkich
zdarzen elementarnych.

p(A) = A

\

n- liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A
N- liczba wszystkich zdarzen
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Niekiedy mozemy spotkac inng symbolike
n(A)=A
N =0Q

P(A) =

Ol > |
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PRZYKLAD

1. Rozpatrzmy jednokrotny rzut kostka.
Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania
liczby mniejszej niz 3 ?
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PRZYKLAD

2. Rozpatrzmy rzut trzema monetami.
Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania
CO najmniej 2 ortow ?
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PRZYKLAD

3. Z talii 52 kart losujemy jedng. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania figury ?
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa nie jest
~wystarczajgca”. Mozna jg stosowac tylko wowczas,
gdy zbior zdarzen elementarnych Q jest skonczony
tj. gdy mozemy ,,policzyc” ich liczbe.

WystarczyC prosty przyktad, by ,intuicyjnie”
policzy¢ prawdopodobienstwo niemozliwe do
policzenia definicjg klasyczna:
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PRZYKLAD

/e zbioru liczb naturalnych wybieramy losowo
jedna.

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania liczby
parzystej ?
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Dlatego konieczne okazato sie podanie nowej
,0g0Inej” definicji prawdopodobienstwa.
Taka definicje — zwang aksjomatyczng —
sformutowat Kotmogorow
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DEFINICJA

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje,
tora kazdemu elementowi A (A = Q)
nrzyporzgdkowuje liczbe P(A) spetniajaca
nastepujgce warunki (aksjomaty):

1. P(A) >0
2. jezeli AmB = &, to P(AuUB) = P(A) + P(B)
3. P(QQ) =1
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Pojecie prawdopodobienstwa (w ujeciu
aksjomatycznym) wykazuje ,,podobienstwo” do
pojecia pola powierzchni.

Figurom na ptaszczyznie przyporzadkowujemy liczbe
(pole) spetniajgcg warunki:
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1. Jesli A jest figurg, to jej pole jest liczbg nieujemna
tj. P(A) > 0

2. Jesli A i B sa figurami roztacznymi, to pole sumy
figur A i B liczymy jako sume ich pol
tj. jezeli A~B = &, to P(AUB) = P(A) + P(B)

3. Jesli ograniczymy rozwazania do figur zawartych
w kwadracie o boku 1, to oznaczajgc go przez Q
otrzymamy P(Q2) = 1
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Wilasnosci prawdopodobienstwa

TWIERDZENIE

Niech (Q3,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna.
Niech A i B bedg dowolnymi zdarzeniami
W zbiorze Q. Wtedy:
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1. P(p)=0

2. Ac B,toP(A) < P(B)

3. AcQ,toP(A) <1

4, P(A')=1-P(A)
5.P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB
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DOWOD

1. Zbiory A i ¢ sg roztgczne. Zatem z 2 warunku
definicji mamy

1.P(Auo)=P(A)+P(o)
2.P(Au)=P(A)
Odejmujac stronami mamy
P(p) =0
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+2. 1edli Ac B, to

B=(B\A)UA
przy czym zbiory B\A i A s3
roztgczne. Zatem z 2 warunku

definicji mamy

P(B) = P((B\ A)U A) =
P(B\ A)+ P(A) > P(A)
czyli P(B) > P(A)
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3. Wystarczy skorzystac z wiasnosci 2 i podstawic

B =0Q
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4, Mamy: AU A'=Q)
ANA'=¢@

Zatem

P(Q) =P(AUA') = P(A)+P(A)
1=P(A)+P(A)
P(A')=1-P(A)
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5. Zauwazmy, ze A B

AUB=AU(B\A)
B=(B\A)U(ANB)

Ponadto
AU(B\A)=0¢
(B\A)U(ANB)=0



Plotr Gumienny

PRAWDOPODOBIENSTWO

+

Na mocy 2 warunku definicji mamy
P(AUB)=P(A)+P(B\A)
P(B)=P(B\A)+P(ANB)

| stad

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
zajecia sie skonczyty ?

to zdarzenie pewne
o prawdopodobienstwie
rownym 1 !l



