1 POLE FIGURY

Miara Jordana




i Pole figury. Miara Jordana

Pokryjmy ptaszczyzne kwadratami o boku dtugosci 1
W sposob przedstawiony na rysunku:
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i Pole figury. Miara Jordana

Zbior wszystkich kwadratow nazywamy
SIECIA ZEROWA i oznaczamy K,

Pole pojedynczego kwadratu
jest rowne:

P,=1
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i Pole figury. Miara Jordana

Podzielmy kazdy bok kwadratu ,na pot” tworzac nowa
sie¢ K.

Pole pojedynczego kwadratu jest rowne:

P;=1/4
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i Pole figury. Miara Jordana

Postepujgc analogicznie tworzymy kolejne sieci

K, ,K;, Ky, .., K, , ...

0 polach
P,=1/16 = 1/2¢
P,=1/64 = 1/2¢

P = 1/22n
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i Pole figury. Miara Jordana

Nastepnie wyznaczamy liczbe kwadratow zawartych
w figurze F i obliczmy ich pole.
(U nas liczba kwadratow — 2 i ich pole = 2)

Oznaczmy to pole przez W,

Wyznaczamy liczbe kwadratow pokrywajacych figure F -
sg to te kwadraty, ktore majg chociaz jeden punkt wspolny.
(U nas liczba kwadratow — 14 i ich pole = 14)

Oznaczmy to pole przez £,
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i Pole figury. Miara Jordana

Nastepnie na figure F natdzmy sie¢ K5
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i Pole figury. Miara Jordana

Nastepnie wyznaczamy liczbe kwadratow zawartych
w figurze F i obliczmy ich pole.
(U nas liczba kwadratéw — 16 i ich pole = 4)

Oznaczmy to pole przez W,

Wyznaczamy liczbe kwadratow pokrywajacych figure F -
sg to te kwadraty, ktore majg chociaz jeden punkt wspolny.
(U nas liczba kwadratéw — 41 i ich pole = 10,25)

Oznaczmy to pole przez Z;
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Pole figury. Miara Jordana
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i Pole figury. Miara Jordana

Nastepnie wyznaczamy liczbe kwadratow zawartych
w figurze F i obliczmy ich pole.
(U nas liczba kwadratéw — 85 i ich pole = 5,3125)

Oznaczmy to pole przez W,

Wyznaczamy liczbe kwadratow pokrywajacych figure F -
sg to te kwadraty, ktore majg chociaz jeden punkt wspolny.
(U nas liczba kwadratéw — 130 i ich pole = 8,125)

Oznaczmy to pole przez £,
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i Pole figury. Miara Jordana

Naktadamy na figure F kolejne sieci i wyznaczamy pola

W, Wy poy W, ..
I
Z,, 2 0y 2y

Otrzymujemy dwa ciggi

w, 1.4z, |
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i Pole figury. Miara Jordana

Zauwazmy, ze zachodzi

W, <W,<W,<..<W <Z <..<Z <Z,

tzn. ciag {Wn } jest rosnacy i ograniczony z gory

a ciag {Zn } jest malejacy i ograniczony z dotu
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i Pole figury. Miara Jordana

Na mocy twierdzenia (z teorii granic ciggow liczbowych)
Ciggi monotoniczne i ograniczone sg zbiezne (tzn. majg
granice).

Zatem ciagi {VVn }9{Zn } sg zbiezne (majg granice).
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i Pole figury. Miara Jordana

Granice limW_=W/(F) nazywamy miara wewnetrzng
figury . "

Granice !Lrg Z,=Z(F) nazywamy miarg zewnetrzng
figury F.
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i Pole figury. Miara Jordana

Definicja

Mowimy, ze figura F jest mierzalna (ma pole)
jezeli miara wewnetrzna jest rowna mierze zewnetrznej:

W(F)=Z(F)=m(F)

Liczbe m(F) nazywamy miara (polem) figury F.
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i Pole figury. Miara Jordana

WLASNOSCI MIARY (POLA) :
1. Pole figury jest liczba nieujemna tj. m(F) =0

2. Figury przystajgce majg rowne pola
4. Fi=F, = m(F,)=m(F,)
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i Pole figury. Miara Jordana

3. Figura bedaca sumg dwodch figur nie majacych
wspolnych punktow wewnetrznych ma pole rowne
sumie pol figur sktadowych:

F=FURKAFnF =9 =m(F)=m(F)+m(F,)
4. Jezeli figury F; i F, majg pola i figura F, c F,
to m(F,) < m(F,)
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i Pole figury. Miara Jordana

5. Pole prostokata o bokach a i b jest rowne P=ab.

6. Figura , jednowymiarowa” ma pole rowne 0

(punkt, odcinek, tuk krzywej itd.)
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i Pole figury. Miara Jordana

Przyktad figury niemierzalnej (bez pola)

1. Kwadrat-sito

Wezmy kwadrat o

boku dtugosci 1. Dzielimy go na

4 przystajgce kwadraty i ,wyrzucamy” ich punkt wspalny.

Nastepnie kazdy z

powstatych kwadratow ponownie

dzielimy na 4 przystajgce kwadraty i ,wyrzucamy” ich
punkty wspolne. Itd...
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i Pole figury. Miara Jordana

Zauwazmy, ze

miara wewnetrzna W(F)=0

miera zewnetrzna Z(F)=1

zatem figura nie jest mierzalnal!
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i Pole figury. Miara Jordana

2. Dywan Sierpinskiego

Wezmy kwadrat o boku diugosci 1. Dzielimy go na

9 przystajacych kwadratow i ,wyrzucamy” srodkowy.
Nastepnie kazdy z powstatych kwadratow ponownie
dzielimy na 9 przystajacych kwadratow i ,,wyrzucamy”
srodkowy. Itd...

Piotr Gumienny



i Pole figury. Miara Jordana
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i Pola figur ptaskich.

1. Rownolegtobok
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i Pola figur ptaskich.

AAED = ABFC (bkb)
S=a-h

AAED

. h .
sma:g h=b-sinx

S=a-b-sin«
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i Pola figur ptaskich.

2. Trojkat

S:la-b-sina
2
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i Pola figur ptaskich.

S=35,,+5, 15, 2p=a+b+c

a+b+c
Szlc-r+1a.r+}b.r P=
R 2

S:r.a+b+c S —r. p

2
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i Pola figur ptaskich.

>
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Pola figur ptaskich.

Z AADC sina:%
. a
/Z ACBE sihag =—
2R
a _h
2R b
2R-h,=a-b |-c

2R-h,-c=abc

R-4%-cohczabc

S

R-4.S =abc
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‘L Pola figur ptaskich.

Wzor Herona
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i Pola figur ptaskich.

Z twierdzenia Pitagorasa
b? =x° +h?

a’> =h’ +(c - x)?

Po odjeciu stronami
otrzymamy

0’ —a’ =x°+h?-h?-(c—x)’
n° —a’ =x*—(c—Xx)?
n° —a’® =x°—(c* —2cx + X°)

D —a® =X° —Cc*+2cx—X°
2cx =b* +c*—a’
b*+c®—-a’

2C

X =
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i Pola figur ptaskich.

wstawieniu x do | rdbwnania, zastosowaniu wzorow
skroconego mnozenia oraz podstawieniu

b+c—a=a-+
a+c—b=a+
a+b-c=a-+

N+C—-2a=2
D+Cc—2b =2

N+C—-2C=2

n—2a =2
0—2b = 2(
n—2¢=2(

| ,prostych” rachunkach © otrzymamy:

H—a)
0 —b)

0 —¢)
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Pola figur ptaskich.

h? = 2p-2(p—a)‘i£g—b)°2(p—c) /.2

;¢ = p(p-a)-2(p—b)-2(p-c)
7 ¢’ =4p(p-a)p-b)p-c)
\,-c=./4p(p-a)p-bfp-c) /:2

v _ [p(p—afp—bXp—c)

S=.p(p-a)p-b)p-c)

N ‘
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i Pola figur ptaskich.

3. Trapez
D b C
h F
A E B G
s=la+bp=2"p
2 2
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i Pola figur ptaskich.

AC =2p=e
BD=2g=f
S :SACD +SABC

S=%NJOD+%N}OB

4. Romb
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