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Iloraz réznicowy funkcji w punkcie

2 Dgfinicja ilorazu
réznicowego

@ Graficzna ilustracija

@ Geometryczna

interpretacja ilorazu
réznicowego
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Definicja ilorazu réznicowego

Niech dana bedzie funkcja f +D > R
Wezmy punkt xytaki, ze zawiera sie w
dziedzinie wraz ze swoim otoczeniem.
Wezmy dowolny punkt x lezacy w sasiedz-
twie punktu x,. RoZnice x- x5 nazywamy
przyrostem argumentu | oznaczamy AX.
Odpowiadajacy jemu przyrost wartosci
f(x) - f(xg) oznaczamy Ay.

-> NN
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Definicja ilorazu réznicowego
Ay
Def. Iloraz Ax nazywamy ilorazem

réznicowym funkcji f odpowiadajacym
przyrostowi argumentu od xy do x.

Ay _ F(x) - f(xo)
AX X — X0
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Graficzna ilustracja ilorazu
réznicowego.
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Oblicz iloraz réznicowy odpowiadajacy
przyrostowi argumentow od x,=1 od x=3 dla
f(x)= - x2+2x + 3.

Obliczamy Ax.

Ax=3 - 1=2

Obliczamy f(x).

f(x)= f(3)= -(3)2 + 2:3+3=0
Obliczamy f(x).

f(xo)=- (1) +2+3=4

Iloraz réznicowy wynosi:
y_f00-T0w) -4,
AX X — Xg 2
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Oblicz iloraz réznicowy odpowiadajacy
przyrostowi argumentéw od x,=1 od x=0
dla f(x)= - x2 + 2x + 3.

Obliczamy Ax.
Ax=0 - 1=-1
Obliczamy f(x).
f(x)= f(0)= 3
Obliczamy f(x,).
f(xo)= f(1)= 4 Ay -1

Iloraz réznicowy wynosi: Ay _1




Z przyktadéw prezentowanych na poprzednim °
slajdzie wynika, ze:
Iloraz réznicowy jest liczbag,

Iloraz réznicowy kazdej liczbie x (przy
ustalonej liczbie x,) jest przyporzadkowany
jednoznacznie.

Interpretac JCl geometryczna (wykres): przez
punkty A (xo,f(Xo)) i B (x, f(x)) mozna
poprowadzic prostq y=ax+b, zwang sieczng
krzywe]. Iloraz réznicowy odpownada jacy
przyrostowi argumentow od X, do X jest réwny
tangensowi nachylenia sieczne do osi OX
(wspo’fczbmkowu kierunkowemu siecznej).

=[x =g
v7\ <« O[>
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Dana jest funkcja f(x)= x2 - 4x. Wyznacz réwnanie
siecznej wyznaczonej przez punkty xo= 0 i x= 2.

AX= X- Xp= 2
f(xp)=1(0)=0
f(x)=f(2)=- 4
Ay=f(x) —f(Xo)=-4
Ay -4
w7
y=ax +b

4= -2 -2 +b
b=0

y= - 2X
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Pochodna funkcji w punkcie

Pierwsza definicja pochodnej

funkcji w punkcie

Druga definicja pochodnej funkcji FNg

w _punkcie

Geometryczna interpretacja

pochodnej funkcji w punkcie

Funkcja rézniczkowalna w punkcie

Funkcja rézniczkowalna w zbiorze
Fizyczna interpretacja pochodnej

funkcji w punkcie

Jednostronne pochodne funkcji

Inne symbole pochodnych

11
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Pierwsza definicja pochodnej -

funkcji w punkcie
Iloraz réznicowy funkcji w punkcie mozna traktowaé
jako funkcje, ktéra kazdemu punktowi x z sasie-
dztwa punktu x, przyporzadkowuje odpowiadajacq

mu liczbe. Funkcja ta jest okreslona w sgsiedztwie
punktu Xg.

T(X) = T (xo)

X— Xo

g(x) = , D=(xo—¢& x0— &) \{xo}

Funkcja nie jest okreslona w punkcie x,, ale moze
mieé w tym punkcie granice.



ﬁﬂﬁﬂﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂf

Def. Granice ilorazu réznicowego w punkcie x

limg(x) = lim fx)-G0

X-X
0
X—>Xp X—>Xo

(o ile istnieje i jest skoficzona) nazywamy
pochodna funkcji f w punkcie X, i 0znaczamy:
f'(Xo); sa tez inne symbole .

T (X) = T(xo)

X_XO

f’(xo) =

O funkcji, ktéra ma pochodna w punkcie x,
mowimy, ze jest rozniczkowalna w punkcie x.

13
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Wyznacz z definicji pochodna funkcji 14

f(x)= 2x - 5 w punkcie x,= 2.

1. obliczamy wartos¢ funkcji w punkcie x
f(xg)=2-2-5=-1

2.korzystajac z definicji

flxe) = F@) = lim =22 -

X—>2 X =2
Ilrn2x 4 IimZ(x—Z)_
52 X—=2 o X=2)

Pochodna funkcji w punkcie x,=2 wynosi 2.
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Druga definicja pochodnej o
funkcji w punkcie
Przyjmujac oznaczenia:
X- Xo = h
X=X+ h

X 2 Xg,ah >0 F(X) = f (%)

| podstawiajac do wzoru F(%) = X — X

(z pierwszej definicji) otrzymamy:

im0 g

h—2
< D& >
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Wyznacz z II definicji pochodna funkcji

f(x)= 2x - 5 w punkcie x,= 2.

X = Xg +h
Xo+h=2 + h
f(xo+h)=f(2+h)=2(2=h)-5=2h-1
f(xo)= -1
Podstawiajac do wzoru:
f’(XO):IimZh M imé o
h—0 h h—0 |f‘

Pochodna funkcji w punkcie x,=2 wynosi 2. |




Geometryczna interpretacja pochodne
funkcji w punkcie

17
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18
Pochodna funkcji f'(xp) jest rowna
tangensowi kata a, jaki tworzy z osig OX
styczna do wykresu funkcji y=f(x) w
punkcie o odcietej x,.

Natomiast réwnanie stycznej do wykresu

funkcji f= f(x) w punkcie (xq, f(x))
WYhosi:

y - f(Xo) = F'(X0)(X - Xp)
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Funkcja rézniczkowalna w
punkcie X,

Funkcje f zmiennej rzeczywistej
okreslong w pewnym otoczeniu punktu
Xy hazywamy rozniczkowalng w punkcie
Xy < ,gdy istnieje pochodna funkcji f w
punkcie Xg.

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w
punkcie x,, to jest w tym punkcie ciqgta.

9
<< (O] {8 > |
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Rozniczkowalnos¢ funkcji f w punkcie x,

badamy obliczajac granice:
lim f (X)_ f (XO)

X—>X, X— XO
lub obliczajac:

lim fx)-flxo) _ f (Xg) i

X—>X, X— XO

Iim+ f(X): f(XO): f_'l_(XO)
X—>X, X—=Xp

oraz spr'awdza jac, czy:

T (XO)_f ( ) < &>
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n
@) ‘<:

Funkcja f nie jest  Funkcja g jest
rozhiczkowalna w rozhiczkowalna w
punkcie X, punkcie X,

« D& >
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Funkcja rézniczkowalna w
zbiorze

Funkcje f nazywamy rézniczkowalnqg
w zbiorze (przedziale), jezeli jest
rozniczkowalna w kazdym punkcie
zbioru przedziatu.

'!HHAHHHAHHHAHAHMHM'
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Fizyczna interpretacja pochodne;|
funkcji w punkcie
. P
e :
Jezeli punkt p porusza sie po osi liczbowej OS
i wspétrzedna s punktu P jest funkcjq czasu:
s=s(t)oraz At #0 oznacza przyrost czasu,
to iloraz réznicowy
S(t+At)—s(t) As
Al Al
cd >



s

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

v

24

.CC(
nl
a
l‘l\ G

, lA s

dkfs

l’l\ l r

i .ICl

Wi | "" |

Ch

é

y

. dZ

9
*
A

9 y

u,

I

l

"
1
hw
C
P
tu
1) punk
(
Vv
Iq
SC
ko
d
€
pr

V

i
_A

As

=s'(t)



R EEEEEEEEEEE]

25
Jednostronne pochodne funkcji

f(X)— T (xo0)
Jezeli iloraz réznicowy X — Xo ma
granice jednostronng w punkcie x,, to granice
te nazywamy pochodnq jednostronng funkcji f
w punkcie X, i 0znaczamy odpowiednio
symbolami:

f+' (Xo) - pochodna prawostronna lub

f (Xo) - pochodna lewostronna

cd> H BHEHE
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- pochodna prawostronna
( T(X )_f(XO)
)=lIm

X — Xy

-pochodna lewostronna

r ) —f )
Ilm() (Xo)

X =X X = Xo

Pochodna f'(x,) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy obie pochodne jednostronne istnieja i sa,

sobie réwne. - ..-
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Inne symbole pochodnych :

a.Lagrange'a : f'(x)orazy’

b.Newtona: Y
d, d;

c.Leibnitza: g~ oraz f

X
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Podstawowe twierdzenia o

obliczaniu pochodnych

@ Podstawowe
twierdzenia o
obliczaniu pochodnych

@ Pochodne niektérych
funkcji

@ Przyktad

 EEEEEEEEEEEEE]
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Twierdzenia o pochodnych 1

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa réozniczkowalne w
zbiorze X, to dla kazdego xe X prawdziwe sq
zwiazki:

—
/\
v

+g(x)] = £'(0)+g'(x)
- )] = 1

><

St SR e CSHEAE oo,
—
/\
v
(Q

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁf
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Twierdzenia o pochodnych 2

/

f(x)] _ £(x)-9(x)-g'(x) f(x)
g(x) [g(x)f |

gdy glx)<0
c-f(x)] =c-f'(x), ceR

R EEEEEEEEEEE]
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C 0 ceR

X n-x"* ne R\{0,1}
Jx 1+ 2\/; x>0
sin X COS X -
COS X - Sin X -

tg X 1+C0S° X x=Z+kndlakeC
ctg X —(1+sin2 X) X;tzkn dla keC




3

fix)=2 - Ix+1x3147
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O ile jest to mozliwe, nalezy
doprowadzi¢ dang funkcje do
najprostszej postaci, a nastepnie
wyznaczy¢ jej dziedzine. Korzystajac
Ze wzorow i twierdzen
prezentowanych na stronach 25¥<
obliczamy pochodng funkcji. Tutaj
zastosowano wzory

b)

i C).

Wyliczong pochodng nalezy \
uporzadkowac i wyznaczy¢ jej

dziedzine.
~ HEEE
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Druga pochodna funkcji

@ Definicja drugiej
pochodne;j

@ Fizyczna interpretacja [

drugiej pochodnej
@ Przykiad

_—

T }'"-,‘ G) ,‘9 Ll\"-&; D.bl’.‘.l.\ l\.ldd‘ '
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Druga pochodna

Jezeli funkcja pochodna f' jest razniczko-
walna, to pochodna funkcji f' nazywamy
druga pochodng funkcji f i oznaczamy
symbolem f". ’
f7(x)=(f") (x)
Analogicznie okreslamy pochodne

' dow.
wyzszych rzedow Rp——
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Fizyczna interpretacja
drugiej pochodne;|
Przyspieszenie a(t) jest pochodna

predkosci wzgledem czasu, czyli jest
druga pochodng drogi wzgledem czasu.

a(t)=Vv'(t), czyli

a(t)=s"(t) (s"(t)=v(t))
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Oblicz druga pochodng
funkcji f(x)= 3x* - 2x2 + bx

f(x)= 3x% - 2x2 + Bx , D=R
f'(x)=12x3-4x+5 ,D'=R
F(x)= F1F (0]

f'(x)= 36x2-4  D"R
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Pochodna funkcji ztozonej

i
@ Ziozenie funkcji
@ Przyktad

@ Twierdzenie o
pochodnej funkcji
ztozone|

@ Przyktad

‘.‘~'.~' Ny &4 » '\- ~ ..
e 1999 & Dprivhy Kecler
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Ztozenie funkcji

Niech dane bedq funkcje f i g takie, ze fix>y i
g:x—>z. Uporzadkowana para funkcji (f,g) wyznacza
nowgq funkcje zwang ztozeniem (superpozycja)
funkcji f i g. Funkcja h:x>z

N(x)=(go 1)(x)=g[T(x)]

Sktadanie funkcji nie jest przemienne: fog# gof
< D[t ]
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* Wyznacz ztozenie funkcji f o g
igof,gdyg(x)=x%i f(x)=2x-1.

* 9o f=glf(x)] = g(2x - 1)=
=(2x -1)2=4x°-4x + 1
£ o g flg(x)] = F(x?) = 2x° -

R EEEEEEEEEEEE]



Twierdzenie o pochodne ®

funkcji ztozone;

Tw. Jezeli funkcja h jest zlozeniem funkcji f i g, oraz
funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, a
funkc'a g | iest rézniczkowalna w punkcie f(x) to
funkc\'a h jest rozniczkowalna w punkcie x i
zachodzi

h(x)=g' [f(x)] & ' (x)

Oznacza to ,ze aby policzy¢
pochodnqg funkcji ztozonej
nalezy pomnozy¢ przez siebie
pochodng funkcji
wewnetrznej | zewnetrzne.
/

ﬁﬂﬁﬂﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂf
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Oblicz pochodna funkcji :

a)f(x) = (3x - 1) 2001

(@)D y=n(® y

f' (x)= 2001 (3x -1)2000 3

Stosujemy
_metode jabtusze

R EEEEEEEEEE]
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O
.
osujemy ,metode jabtuszek", to znaczy,
Ze w punkcie a)

1) Obliczamy pochodng z wyrazenia /

i e e e e e

3x -1 w wewnetrznym nawiasie

2) Bedzie to nasze jabtuszko \
~ 3) Obliczamy pochodng ..zewnetrzng"

z czerwonhej elipsy i mnozymy

japrzez war\‘ros’é jabtuszka

i‘lﬂfﬁjﬂﬁ L :.;'._ it
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b) f(x)= 2 sin3(x? + 2x)
f'(x)= 2 sin%(x2 + 2x) cos(x? + 2x)(2x +2)
c) f(x)= sin 4x
f'(x)= 4cos 4x

d) F= /x? 1 5x

f(x)= \/ %

2X+5
f'(X)=
(x) 2Jx% +5
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Ekstrema funkcji rozniczkowalnej

Definicja maksimum funkcji
Maksimum lokalne funkcji
Definicja minimum funkcji
Minimum lokalne funkcji
Uwagi o ekstremach funkcji

Ekstrema funkcji
rézniczkowalnej

Przyktad
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Definicja maksimum funkcji

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x,
maksimum, jesli dla dowolnego punktu x z
sasiedztwa punktu x, jest spetiony warunek

fxo)> F(x).

f(xo) [ 7‘,\
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Maksimum lokalne funkcji

Funkcja f ma w punkcie X, € D; maksimum
lokalne rowne f(x,) wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje otoczenie U punktu x, takie, ze dla
kazdego X eU me 1 X == X,

spefniona jest nierownosc f(x) < f(x) .

\* X
y=f(x)

fxd [\ - |
| : :
!
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Definicja minimum funkcji

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x,
minimum, jesli dla dowolnego punktu x z
sagsiedztwa punktu x, jest spetiony warunek

f(xo0) < f(x).

\
0 \/\ | Xo /x
f(xo)p------ I
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Minimum lokalne funkcji

Funkcja f maw

punkcie X, € D, maksimum

lokalne rowne f(x,) wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje otoczenie U punktu X, takie, ze dla
kazdego X € U me I X = X,

spetniona jest nieréwnosc¢ f(x) > f(xo)

ot

5
&
LHE) A S |
/o X J Y
Y

otoczenie U < O&p>
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Uwagi o ekstremach funkcji

1. Funkcja moze nie mie¢ ekstremow,
posiadac tylko jedno lub wiece;.

2. Pojecie minimum i maksimum funkcji jest
czyms$ roznym od pojecie wartosci
najwiekszej i najwiekszej.

r I.s':e: takl Nauka nie!

IRV YN
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Ekstrema funkcji
rézniczkowalne

1. Twierdzenie Fermata

(warunek konieczny istnienia ekstremum):

Jezeli funkcja f:D> R jest rézniczkowalna i
ma w punkcie x, ekstremum, to pochodna
funkcji w tym punkcie musi by¢ réwna zero.

f'(x5)=0

cd» H HEN
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2. Warunki wystarczajqcy istnienia ekstremum

a) Jezeli funkcja f:D> R jest rézniczkowalna w
pewnym otoczeniu punktu x, i zachodzi

f'(x)>0dlax < x,
<

f'(x) <0dla x> x,
to funkcja f ma w punkcie x, maksimum.

b) Jezeli funkcja f:D> R jest rézniczkowalna w
= pewnym otoczeniu punktu x, i zachodzi

{ f'(x) <0dlax< X,
f'(x) >0dla x> X,

to funkcja f ma w punkcie x, minimum.

c.d~> - ..-

R EEEEEEEEEEE]



\

| —
Oznacza to, ze jesli

\E:chodna funkcji f w

Naaay

unkcie X, zmienia znak z

II —\
to ma w punkcie x,
maksimum. Jesli zmienia
znak z .-" na ,.+" tfomaw
| punkcie X, minimum.
- + +
- max = ; = min X>
==
1
rilc-s < (D[] [>]
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Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = x2 - 4x, D=R 53
1. wyznaczamy pochodng funkcji
f'(x)=2x-4,D'=R
2. Sprawdzamy warunek konieczny istnienia
ekstremum
f'(x)=0
2x-4:=0
X= 2
3. Sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia
ekstremum min.
+ >
J X=2 X'
Funkcja posiada minimum w punkcie
X=2, Ymin= f(2)= - 4 « D& >
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Najmniejsza i najwieksza wartosc **
funkcji w przedziale

Na mocy twierdzenia Weierstrassa kazda funkcja
ciagta osiaga w przedziale domknietym wartos¢
najmniejsza i hajwieksza, Wartosci tych poszukujemy

na koncach przedziatu i w ekstremach.

Nie ma to, na ten
przyktad, jak

dobry przyk’fad.\
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Zadanie. Wyznacz najwiekszq i

najmniejsza wartosé¢ f(x)=x2-4x w
przedziale xe(-1,3) .

1). Obliczamy wartosci funkcji ha koncach
przedziatu

f(x)= x?-4x
f(-1)= (-1)° - 4(-1)
f(-1)=5

f(3)= 32-4-3
f(3)= -3

2) Wyznaczamy ekstrema funkcji e

c.d~->



2) Wyznaczamy ekstrema funkcji 56
f(x)= x2-4x
f'(x)= 2x - 4
f'(x)=0
2x-4=0
X =2
Ymin= T(2)
Ymin= 2% -4:2= - 4

Odp. Funkcja osiaga najwieksza wartosé y= 5
w punkcie x= -1, a wartos¢ najmniejsza w
rowna y= -4 w punkcie x= 2. e

R EEEEEEEEEEE]
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Monotonicznosc funkcji

@ Twierdzenie
Langrange a o wartosci
Sredniej

@ Twierdzenie Rolle'a

@ Twierdzenie
Langrange'a

@ Whioski z twierdzef

@ Uwagi o monotoni -
cznosci funkcji

of




s

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

v

Twierdzenie Langrange'a o

58

wartosci Srednie;

Jezeli funkcja y=f(x) jest ciagta w
przedziale domknietym (a,b) i
rézniczkowalna w przedziale (a,b), to
iIstnieje Taki punkt C& (a,b)  ze

f(b)-f(a)_

b—a

f'(c)

5, HEERE
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f(c)
f(b)

f(a)

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (c, f(c))
jest rownolegta do siecznej przechodzacej
przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)).
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Twierdzenie Rolle'a

EEK

Jezeli funkcja f(x) jest ciagta w przedziale dom-

9 knietym (@,b) , ma pochodna f'(x) w przedziale

-

== Ofwar‘fym (a,b) oraz f(a): f(b) to iSTnieje taki

f(c)=0

"

). ze

)
C
>
>
—t
O
M

b
(@)

 EEEEEEEE
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Twierdzenie Langrange'a
Jezeli funkcja f(x) jest ciagta w przedziale
domknietym (a,b) i rézniczkowalna w prze -

dziale otwartym (a,b), to istnieje taki punkt
cel(a,b) . ze

o) {0)- 1)

b—a




s

= = = = ’ 62
i e Whioski z twierdzen

]_:_—5 1. Funkcja y=f(x) jest rézniczkowalna w przedziale
l___ﬁ (a,b), o dla kazdego x (a,b)

%:_3 * f'(x)=0 < funkcja f jest stata w przedziale (a,b)
':'JE':—_S + f'(x)>0 < funkcja f jest rosnaca w przedziale
e

Tﬁ + f'(x)}<0 & funkcja f jest malejaca w przedziale
e

J° 2. Whnioski sq prawdziwe dla przedziatéw

I oblah(n

v

i stanowiq rézniczkowe kryterium badania
monotonicznosci funkci. < D& ]
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Uwagi 0 monotonicznosci funkcji

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest rosngca i
rézniczkowalna w pewnym przedziale otwartym
(a,b) , to jej pochodna f'(x) jest w tym
przedziale dodatnia z wyjatkiem skofnczonej
liczby punktéw w ktérych przyjmuje wartosé
zero.

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest malejaca i
rézniczkowalna w pewnym przedziale otwartym
(a,b) , to jej pochodna f'(x) jest w tym
przedziale ujemna z wyjatkiem skonczonej
liczby punktéw w ktdrych przyjmuje wartosé

zero.
< O &[>



R EEEEEEEEEEE]

Wklestos¢ i wypuktosé
funkcji

@ Wklestos¢ funkcji

@ Wypuktos¢ funkciji

@Punkt przegiecia
wykresu funkcji

64
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Wklestos¢ funkcji

Zaktadamy, ze funkcja f(x) ma w przedziale (a,b) ciagta druga
pochodna,

Def. Krzywq y=f(x) hazywamy wypuktq w prze-
dziale (a,b) , jezeli dla kazdego X € (a,b)
styczna do tej krzywej poprowadzona w
punkcie o odcietej X, lezy nad tq krzywa.

Tw: Jeséli f'(x)<0 dla kazdego x<(a,b) to
krzywa jest wypukta w przedziale (a,b).
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Wypuktosé funkcji

Zaktadamy, ze funkcja f(x) ma w przedziale (a,b) ciagta drugq
pochodna,

Def. Krzywq y=f(x) hazywamy wypuktq w prze-
dziale (a,b) , jezeli dla kazdego X € (a,b)
styczna do tej krzywej poprowadzona w
punkcie o odcietej x,lezy pod tq krzywa.

Tw: Jesdli f'(x)>0 dla kazdego x<(a,b) to
krzywa jest wypukta w przedziale (a,b).
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Punkt przegiecia wykresu
funkcji

Punkt PO (Xo,f(XO )), X0 € (G,b)
nazywamy punktem przegiecia
wykresu funkcji y=f(x) , jezeli
istnieje taka liczba 0 >0 , ze
wykres jest wypukty w przedziale
X0 5 —Xo) a wklesty w przedziale
%08 +%) albo odwrotnie.
9
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Warunkiem koniecznym i wystarczajacym
ha to aby punkt Fo (0. f(x0)). X0 < (a,b)
byt punktem przegiecia krzywej y=f(x),
jest:

f'(x)<0 dla x<x,, f"(x)=0, f"(x)>0 dla x>x,
lub

f'(x)>0 dla x<xo, f"(x)=0, f*(x)<0 dla x>x,



Reguta de L'Hospitala

@ Zastosowanie

@ Twierdzenie
de L'Hospitala i | 0

@ Pomocne twierdzenia S WG
0.2, 3 e

@ Elsiowa porada

@ Elsiowa podpowiedzZ
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Zastosowanie reguty
Regu’rq de L'Hospitala stosujemy przy obliczaniu
* granic funkcji w przypadkach, gdy stosowanie
wtasnosci arytmetycznych funkcji prowadzi do
otrzymania wyrazen nieoznaczonych typu:

a. O/O d. OO
b. 00/ e. o0
c. 0-0 f 1%

g 0O0—00
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Twierdzenie de L'Hospitala ™

Jesli funkcje f i h sq okreslone i
rézniczkowalne w sasiedztwie punktu x,
oraz h(x)=01h'(x)#0 i zachodzi jeden z
warunkow:

1 1im f(x) = limh(x) =0 Iub

X—>XQ X—>XQ

2.lim f (xX) = limh(x)=_ o0

X—=>X0 X—=>X0

oraz - < OE D>
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h'(x) 72

lim
X—>XQ

Istnieje granica

istnieje rowniez granica

h(x)
f(x)

Reguta ta obowigzuje tez dla granic
jednostronnych, granic w nieskohczonosci, i w
przypadku granicy hiewtasciwej rozpatrywanego
ilorazu. Inna nazwa tej zaleznosci to requta
L'Hé6spitala - Bernoullego.

lm

X—>XQ

M
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Pomoche twierdzenia 1

1. Wyrazenia typu 0-00 przeksztat-
ca sie ha wyrazenia typu O/O lub

00 / 00 za pomoca tozsamosci:
f h

f he — —
I/h 1
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Pomoche twierdzenia 2

2. Wyrazenia typu 00— o0 przeksz -
tafca sie na wyrazenia typu () / 0 za

pomoca tozsamosci:
1 1
h f
f —h= ;
f-h
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Pomoche twierdzenia 3

3. Wyrazenia typu OO N
przeksztatca sie na wyrazenia Typu

0-oc0 za pomoca tozsamosci:

eh _ ghin f
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lim =

>
J
-
L
>
w |

= lim =
H x—0

Litera 'H' POd
zhakiem rownosci
oznhacza powotanie
— signareguede
L'Héspitala /

—
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= : In "
lim x* = lim e*™* ,poniewaz wyktadnik

X—0" X—0"

potegi jest wyrazeniem typu 0-00 ipo

zastosowaniu odpowiedniego przeksztatce-

hia spetnia zatozenia reguty de L'Hospitala.

: . Inx : x_1
IIm x:-Inx= |Iim - lIm 5 =
Xx—0" Xx=>0"x “H x>0 —x
= lim (-=x)=0,zatem

X—0"

lim x*=eY =1
X—0"
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1 Inx
lim xX-1 = lim x*-1  poniewaz
X—1 X—1

In X X _q
limy _q=1lim 1 —~, zatem
X—1 H x—1

1
lim xx-1=¢l=¢
X—1
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Elsiowa porada

Przed zastosowaniem

reguty de L'Hospitala
nalezy dokfadnie B\

sprawdzié ,S
WSZYSTKIE
- zafozenia ’rwierdzenia,\
a zwiaszcza czy
isthieje granica ilorazu
< poshodnych./

s



Elsiowa podpowiedz

N €/

el Z
R. de L'H mozna o ~
zastosowac przy »u S Q;\.

obliczaniu granic:

im = & _1_Ina (a > 0) Q‘t"

Xx—0

) BN ) \

T im =X Z0 (p>0,a>1)

f X—>0 aX

f < oraz - /

i = \

5= < Oi&/[p>]




Im =Xx:-lnx=0
X—0"

E

lim =xX =1
X—0
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Prezentacje wykonata:
Anna Baryfa IVB
E-mail:
O

?7 ania991@poczta.wp.pl

%

Prace skonczono:
28 lutego 2002

82


mailto:ania991@poczta.wp.pl

Pokazy niestandardowe -

- ==

i h

% NI /
_-TIC__E Kazdy ztych pokazéw odpowiada -j =
i B

jednemu tematowi w zeszycie.
FY0

@Iloraz réznicowy funkcji w punkcie

@Pochodna funkcji w punkcie

@Podstawowe twierdzenia o obliczaniu
pochodnych

@Druga pochodna funkcji

@Pochodna funkcji ztozone

[~ @Ekstrema funkcji rézniczkowalnej \

— @Najmniejsza i najwieksza wartosé

funkcji w przedziale

@Monotonicznosé funkcji

@Wklestos¢ i wypuktoS¢ funkcji

@Reguta de L'Hospitala /
\




