GRANICA CIAGU
LICZBOWEGO



Wezmy pod uwage prostg (os liczbowa)
na ktorej zaznaczono punkt a
1 dowolng liczbe¢ & > 0O

DEFINICJA

Przedzial otwarty (a—¢,a+¢) nazywamy
otoczeniem punktu a.




Przvkilad

Otoczeniem punktu a=3

o promieniu &=0,5 jest przedziat (2,5;3,5)
o promieniu &=0,1 jest przedziat (2,9;3,1)
o promieniu £=0,01 jest przedziat (2,99;3,01)




ZWIrot;

.prawie wszystkie wyrazy ciagu”
odnosi si¢ do c13gow nieskonczonych 1 oznacza
tyle, co wszystkie wyrazy ciggu z wyjatkiem
(oprocz) skonczonej ich liczby.



Przykiad
Prawie wszystkie liczby naturalne sg wigcej

niz trzycyfrowe.

Liczb naturalnych jedno-, dwu- I trzycyfrowych
jest 999 (jesli z 0, to 1000). Jest ich zatem
skonczona 110sc.

Powyzsze zdanie jest zatem prawdziwe.



Przykilad
Prawie wszystkie liczby naturalne sa nieparzyste.

Liczb naturalnych parzystych jest nieskonczenie
wiele, zatem powyzsze zdanie jest fatlszywe.



2n+1

n
Wyznaczmy kilka poczatkowych jego wyrazow

Rozwazmy c1ag o wyrazie ogolnym a_ =

2-1+1 2-5+1 11
8.12 :3 a5: —p—
1 5 5
2-2+1 5 2-6+1 13
3.22 = — a6: —
2 2 6 6
2-3+1 7 2-7+1 15
8.32 = — a7: =
3 3 { {
2-4+1 9 2-8+1 17
8.4: = — a8: — j—
4 4 3 3



I sporzadzmy jego wykres
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Zauwazmy, ze do dowolnego otoczenia
liczby 2 naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu.

Inacze)] mowigc: dla kazdego ¢ > 0 1stnieje
takie n, , ze po skresleniu N, poczatkowych
wyrazow ciagu wszystkie nastepne beda
nalezaly do epsylonowego otoczenia punktu 2.

(dla naszego przyktadu Ny=4)

O liczbie 2 powiemy, ze jest granica tego ciagu.



DEFINICJA

Mowimy, ze liczba a jest granica ciagu a.
jesli do dowolnego otoczenia liczby a nalezg
prawie wszystkie wyrazy ciagu a .

Piszemy: |im an — a lim - limes -

N—>00 granica (fac.)

Ciag, ktory ma granic¢ nazywamy zbieznym.



Definicje t¢ mozna zapisac nast¢pujaco:

ima,=a< V3V |a —a<e

N—o0 &>0ny Nn>ng



Nie kazdy jednak cigg ma granice, co
1lustruje ponizsze przyktad




Aby pokazac z definicji, ze cigg a  ma granicg
trzeba wykazac, ze dla dowolnego ¢ >0
1stnieje liczba n, taka, ze wszystkie wyrazy
ciggu a_ o wskaznikach n>n, nalezg do
epsylonowego otoczenia punktu a (granicy)

t]. spelniajg warunek \an —a| <&




Przykiad

. : . 1
Wykaz z definicji, ze granicg ciaggu a, = —

Jest liczba O. "



Wezmy dowolne ¢ >0 . Wtedy
a,—al<e

i—O<g




Znalezlismy taka liczbe n,(n,=7 ), ze jesh
tylko n> n, , to do epsylonowego otoczenia
liczby 0 beda nalezaty wszystkie wyrazy ciggu
o wskaznikach wiekszych od n, .

Na przyktad

Jesh £=0,02, to n,=50 1 poczawszy od 51
wszystkie wyrazy ciggu beda nalezaty do
otoczenia o promieniu  &=0,02.



Jak widaC wykazywanie istnienia granicy
z definicy jest ktopotliwe 1 ponadto wymaga
.trafiemia” w odpowiednig liczbe (granice).

O wiele wygodniej jest postugiwac sie
twierdzeniami utatwiajacymi obliczanie
granic.



Wlasnosci c1agow zbieznych



Twierdzenie

Kazdy c13g moze miec co najwyze]
jedng granice.



Twierdzenie

Granica ciagu statlego (a, a, a ...) Jestliczba a

lima = a

1n—>0



Twierdzenie

( 0 dziataniach arytmetycznych na granicach)

Jezeli llim=a, =a 1 limb =bH ,t0:

a) hm(a +b )=lima, +1limb =a+b
b) hm(a —b )=lima, —limb, =a—->

¢) lim(a, b )=lima, -limb, =a-b

n—»0

lima,
1 e n—>0 -
d) I = imb, " b

n—0

b0 1 b#0



Twierdzenie

(0 wylaczaniu stalej przed znak granicy)

Jezeli lima, =a 1 keR ,to:

n—o0

lim(k-a,)=FkKk-lima, =k-a

n— o0 n—»oo



Twierdzenie

(0o zachowaniu nierownosci)

Jezeli lima, =a 1 limb, =5
n—>0 n—>0

oraz a, =b, ,to: lima, >1limb,

11—> 00 n1—> o0



Twierdzenie

Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

( twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe,
tzn. nie kazdy ciag ograniczony jest zbiezny

np. a,=(C1)"= (-1,1,-1,1,...)



Twierdzenie

( o trzech ciggach )

Jezeli a,<b,<c, | lima, =limc, =b ,

1—>0 n—>0

to (b,) jest zbiezny oraz zachodzi limb, = b

711—> 0



Twierdzenie

a) Jezeli a, > a to lim{la, =2fa

b) lim%/a =1

n—»o0

c) lim%/n =1

n—»0



A teraz pare przykladow



lim2 = lim(3-1) = 3lim% =3-0=0

n—ao0 n—» o0 n—ao0

lim % =1im(2- %) =2lim - =2lim (- ) =

N—>00 n’ N—>o0 N—00 n’ N—>00

2lim+.lim+=2.-0-0=0

n—>oo n—>oo



lim ———=Im 77— =lim "— =1im =
nowo NS4+ 2 nowol +2 n—>oon_2_|_L2 n—)ool_l_%
n n n n
lim1 lim1 1
Nn—>o0 N—o0 :1
lim (1+ 2) lim1+lim % T 140

N—»00 N—00 n—>OO

(1) Jezeli chcemy obliczy¢ granice ciagu (a,) , ktdrego wzor ogdlny
dany jest ilorazem, nalezy podzieli¢ licznik 1 mianownik przez
najwyzsza potege mianownika.



(*)

Zzauwazmy, ze w liczniku mamy sume nN-poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego
1+n n° +n

=S




l[im - =7

e yn? +1
Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciggach

Wezmy ciagi a =0 i c = Lo

Zauwazmy,ze a < b <c
0< -
Jn? +1

<1
N
|

0 0

Zatem szukang granicg ciggu jest liczba 0



Aby dowiedzie¢ sie wiecej...
* poczytaj literature
* rozwiqz pare zadan samodzielnie

» przyjdz na konsultacje



[ to by byto na tyle ...



