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CIAGI

ciagi liczbowe

Indukcja matematyczna
ciag arytmetyczny

ciag geometryczny
szereg geometryczny
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DEFINICJA:

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje okreslona
na zbiorze liczh naturainych dodatnich.

Cigg nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sg liczbami.
Wartosci f(1), f(2),..., f(n)nazywamy wyrazami ciagu.
Zamiast oznaczen (1), f(2),..., f(n) wprowadzamy oznaczenia
a,, a,...a, 1 Nazywamy je odpowiednio: pierwszym, drugim,...
N-tym wyrazem ciagu.

Ciag o wyrazach a,, a,,...a,,... Zapisujemy: (a,).

Wyrazy a,, a,,..., a,,... ciagu liczbowego (a,)) sa to liczby
rzeczywiste przyporzagdkowane odpowiednio liczbom
naturalnym 1,2,...n,...
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N POIECIE CIAGU LICZBOWEGO -
PRIYKLADY CIAGOW

!—

Niech kazdej liczbie ~ Oxrestilismy w ten sposob
_ . pewien ciag liczbowy
naturalnej dodatniej n

nieskonczony. Jego

. bedzie poczatkowymi wyrazami s3:
przyporzadkowana 11 2 2
. liczba a=—=—a,=—=—,itd..
1+ 2 2+1 3
n (12
_ Ciag ten zapisujemy:| ——.. |
J A
n+1 ]
. lub| — |

| n+1| <>




- POJEGIE CIAGU LIGZBOWEGO -
. msmnv CIAGOW
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_

Kazdej liczbie naturalnej 1<n <6

wyrazach:

Jest to przyklad ciagu skonczonego.
- UWAGA!!!

NAZYWAMY CIAGAMI SKONCZONYMI!!!

przyporzadkowujemy liczb¢ a,=40-n2.
Otrzymujemy w ten sposob c13g o szesciu

a, = 40-1%2= 39, a, = 40-2? = 36, a, = 40-3°= 31,
a,=40-4°= 24, a. = 40-5°= 15, a, = 40-6° = 4.

FUNKCJE OKRESLONE NA SKONCZONYM ZBIORZE
- POCZATKOWYCH KOLEINYCH LICZB NATURALNYCH

<
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OKRESLANIE GIAGII

1 Cigg podobnie jak
funkcja moze by¢
podany w rézny
sposob. Najczesciej
jednak za pomocg

przepisu slownego

lub wzoru ogdlnego.

<>
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. OKRESLANIE CIAGU - PRZYKEAD
!—

Dany |jegt ciag UNAGAI
okresl onyn“wz or eNfki@ly ciag okresla sie

Obl i1 czyc wyr az yspomocawzoru
A1, 8,8 0,850, s Herq- rekurencyjnego. Wzor
ROZWIAZANIE: rekurencyjny — wzor
a,=12+1=2 2,=22+1=5 sluzqcy do wyznaczania
a,,=10%+1=101 a,,=502+1=2501 WYTdZOW PEWNCZ0 C145U,

ktory uzaleznia wartos¢

a=ke+l afk+1:(k+l)2+1 dowolnego (ogdlnego)
ODPOWIEDZ.: wyrazu tego ciagu od
a,=2, a,=5, a,,=101, a;,=2501, wartosci poprzedzajacych
a.=k+1, a,,=k2+2k+2 g0 WYrazow.
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¥ MONOTONICINOSC CIAGU
_

Poniewaz ciagi sg funkcjami, wiec analogicznie jak w przypadku funkcji

mozemy bada¢ monotonicznos¢ ciggow, korzystajac z definicji funkcj
rosngcej, malejgce, nierosngcej oraz niemalejace;.
Przyjmujemy nastgpujace okreslenia:
. DEFINICJANR 1 DEFINICJA NR2
Ciag (a,) nazywamy rosnacym Ciag (a,) nazywamy malejacym
. wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
jego wyraz z wyjatkiem jego wyraz z wyjatkiem pierwszego
pierwszego jest wi¢kszy od jest mniejszy od wyrazu
. wyrazu poprzedzajacego. poprzedzajacego.
czyli czyli
. Ciag (a,) jest rosnacy < A a,.>a, Ciag (a,) jest malejacy < A
an+1<an

neN neN
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¥ MONOTONICINOSC CIAGD
_

| UWAnA
A
W zadaniach dotyczgcych badania monotonicznosci
| ciggow liczbowych wygodniej jest korzystaé z
nastepujacych warunkéw, rownowaznych warunkom
l . ~ wystepujacym w definicjach:
1) cigg (a,) jest rosngcy < na,,, —a,>0

|.’ neN

. 2) cigg (a,) jest malejagcy < A a,,, —8,<0
I 4 nelN 4 >
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i MONOTONICINOSC CIAGU -
PRIYKLAD
!—

ROZWIAZANIE:

W celu zbadania monotonicznoS$ci ciggu tworzymy rdznice a,., — &, | badamy jej
znak. Wyraz a, mamy dany. Aby wyznaczy¢ a,,; nalezy w miejsce n wstawic¢ n+1.

1 1 1 n-n-1 -1
Anep = Ay — 8 =— - - -
n+1 ntl n (n+t)n (n+1)n
-1
Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n wyrazenie postaci ma wartos¢
(n+1)n

yjemng ((n+1)n>0 dla kazdego neN™). A zatem wykazaliSmy, ze: na.,; —a,<0
neN

ODPOWIEDZ: W my$l definicji numer 2, ciag (a,) jest ciagiem malejacym. <]
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. INDURGIAVATENMAIYGINA
_—_—

W matematyce wielkg role odgrywa metoda dowodzenia twierdzen
dotyczacych wtasnosci liczb naturalnych, znana pod nazwa

indukcii zupelnej lub indukcji matematycznej.

Jesli T(n) oznacza pewne twierdzenie mowigce o liczbie
naturalnej n, to aby udowodni¢, ze twierdzenie to jest
prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n, wystarczy:

1) sprawdzi¢, ze jest ono prawdziwe dla pewnej liczby n=n,,
tzn.: sprawdzi¢, ze zachodzi T(n,)

2) dla kazdej liczby naturalnej n = k > n, z zatozenia, ze
twierdzenie to jest prawdziwe dla liczby n=k wykazac, ze
1est ono prawdziwe dla liczby nastepnej n = k+1




i INDURGIAWATENMAIYGZNAS
ERLYILAL
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Udowodni |, ze dl a kaz
Zzachodzi AXner ownosc¢ 2
ROZWIAZANIE:

Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej:
1. dla n=0 mamy: 2°=1 >0
otrzymalismy niero6wnos¢ prawdziwag

2. Zaktadamy, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla pewne;j

liczby naturalnej n = k



U INDUKCIRMATEMATYCINA:
PRIVKEND
—_—

Zalozenie indukcyjne: 2K > Kk

wykazemy, ze nierownosc jest prawdziwa dla n = k+1
Teza indukcyjna: 2k > k+1

Dowod: 2kt =2k.21=72.2k

z zatozenia: 2K > Kk oraz 2k+1 =2-2K  wiec 2-2k > 2k
otrzymujemy: 2Kt1 = 2.2k > 2k = k+k > k+1

czyli wykazaliSmy, ze: 251 > k+1

ODPOWIEDZ: Na mocy indukcji matematycznej,
nieroOwnosc¢ 2"> n jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

<




U GLE ARYTMETYETIY
E—
. B Okreslenie ciggu arytmetycznego

B Wzor ogdlny

B Suma czeSciowa ciggu arytmetycznego




) IRGESTENTECIAGURBY NN GINEGD

r DEFINICJA:

1 Ciggiem arytmetycznym nazywamy ci3g, w
ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego powstaje
przez dodanie do poprzedniego te) samej liczby F.
Liczbe¢ r nazywamy réznica ciggu arytmetycznego.

UWAGAIII

Cigg arytmetyczny moze by¢ nieskonczony lub
skonczony, ale ci1gg skonczony musi mie¢ co najmnie]

trzy wyrazy. <>
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IRSESTENIECINGURBYMEI N CINEGD

0 Jezeli cigg (a,) jest ciggiem arytmetycznym o
roznicy r, to z definicji mamy: a,-a,=f, 8;-8,=f, 8,,"

agfr, 850‘84951",“.

0 Ogoélnie: a.,, - &, =T, tzn.: w ciggu arytmetycznym
roznica mi¢dzy dowolnym wyrazem ciggu i
wyrazem, ktory go bezposrednio poprzedza jest
stala.
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(a,) o r -

az=a,tr=a ;+2r
a,=astr=a ,+3r
ac=a,tr=a | +4r

Ni ech dany bntegUra zauwaUy
cing arytmetykalWhdy 2z wpi sa

Uni cy WY.ragaw ] est

podstawie definicji Wyrazu pierwszego |
' pewne;
Cl ngu _

: wi el okrotnoTc
arytmétycznego . Oni cy 1O E
IS liczba r-Unic
dp=d Tl mniejsza od

wskaUni ka wyr
To spostrzeUe

pozwala na
sfor mugowani e
...... twierdzenia. -
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. TWIERDZENIE 1.

. Jezeli cigg (a,) jest ciggiem arytmetycznym
0 r0ZniCy T, to:

Aa, =a, +(n-1)r.

neN
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Dowod przeprowadzamy stosujac zasade indukcji matematyczne;
1. Sprawdzamy prawdziwo$¢ wzoru dla n=1

L =a, P=a +(1-1)r=a; czyli: L=P

Zatem wzor jest prawdziwy dla n = 1.

2. Zakladamy, ze wzor jest prawdziwy dla n = K

Zalozenie indukcyjne: a=a;+(k-1)r

Wykazemy, ze wzor jest prawdziwy dlan = K + 1.

Teza indukcyjna: i = gt (K+1-1)r=a, + kr
Dowad tezy:

Korzystajac z zatozenia, ze @, = a, + (K-1)r mamy:

L=a.,, =a+r=a, +kr P=a +kr; czyli:L=P
Na mocy indukcji matematycznej, wzor ten jest prawdziwy
dla kazdej liczby naturalnej r6znej od zera.




L PRIVKEAD

W ciagu arytmetycznym a; = 2, I = 5. Oblicz: @4, 8;q, g9, Ays Ayaq

. ROZWIAZANIE:
Korzystamy ze wzoru: Aa, =a; + (n-1)r
Stad: neN
. a,=a, +3r a,=2+15=17
d;p=2a; +9r a0 =2 +45=47
. d100= 8, T 99r di00 = 2 + 495 =497
a, =a,; +(k-1)r a =2+ (k-1)5
.1 —a; + kr a.,, =2+ 5k
. ODPOWIEDZ:
a,=17,8,,=47,a, =122, 8,5, =497, 8, =2 + (k - 1)5,
. ., =2+ 5k -
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WYRAZOGOLNY CINGUARYIMEIYCZNEGD
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TWIERDZENIE 2:

Kazdy wyraz ciggu
arytmetycznego,
poczynajac od drugiego,
jest srednig arytmetyczng
jego dwodch sasiednich
wyrazow, tzn.:

a-n+1+an-1
a, = dlaneN"\{1}

n

UWAGA !

Jesli ciag
arytmetyczny jest
skonczony, to
twierdzenie to nie jest
prawdziwe dla
ostatniego wyrazu
c13gu, gdyz nie ma po
nim nast¢pnego.
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Rozpatrzmy cigg arytmetyczny (a,)), ktorym a,=1, =2, majacy

10 wyrazow: a,=1, a,=3, a;=5, a,=7, a:=9, a;=11, a,=13, ag=15,
a,=17, a,,=1. UtwoOrzmy sumy wyrazow jednakowo odlegtych

od poczatku 1 konca tego ciggu:

a; +a,,=1+19=20 a; +a;=11+9=20
a,+ta,=3+17=20 a,+a,=13+7=20
a; +ag=5+15=20 ag+a;=15+5=20
a,ta,=7+13=20 aata,=17+3=20
as; +ag=9+11=20 a0 ta,=19+1=20

Wypisane sumy sg rowne. Mozemy zatem powiedziec¢, ze suma
dwoch wyrazow ciggu arytmetycznego jednakowo oddalonych
od pierwszego 1 ostatniego wyrazu tego ciggu jest stala.
Powyzszy wniosek jest prawdziwy dla kazdego skonczonego
c1agu arytmetycznego.
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TWIERDZENIE 1:

W skonczonym ciggu arytmetycznym(a,,) suma wyrazow
jednakowo odlegtych od poczatku 1 konca jest stata 1 rowna
sumie wyrazow: pierwszego 1 ostatniego.

UWAGAT!!!
W ciagu (a,)) o n wyrazach sume¢ wyrazow jednakowo
odlegtych od poczatku 1 konca zapisujemy:

A F An el
/ \
wyraz K-ty od poczatku wyraz k-ty od konca -
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TWIERDZENIE 2:

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego rowna
jest 1loczynowi liczby wyrazow przez srednig arytmetyczng
wyrazu pierwszego I ostatniego:
a1 u a'n
Sy = n
2

lub:
[2a,+(n-1)r]n

Sy =

2




SUMAGZESCIOWACIAGUARYIMEIYCINEGD=
HEYREAD

Oblicz sume¢ wszystkich nieparzystych liczb naturalnych mniejszych od 100.
ROZWIAZANIE:
Liczby 1,3,5,7, ...,99 tworzg ciag arytmetyczny o réznicy r=2,
przy czym a, = 1.

a, +a,

Sy = n
2
Aby obliczy¢ sume, musimy wyznaczy¢ n (1los¢ liczb naturalnych
nieparzystych mniejszych od 100). Ze wzoru: a, = a,+ (n - 1)r:
9=1+(n-1)2
n=50 1+99
Sep = 50 = 2500

ODPOWIEDZ: 2
Suma wszystkich nieparzystych liczb naturalnych <100 wynosi 2500. I
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l. OKRESLENIE CIAGU GEOMETRYCZNEGO

._

» Ciaggiem geometrycznym nazywamy c13g,
. w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego
.> powstaje przez pomnozenie wyrazu
. poprzedniego przez te samg liczbe q.
..> Liczb¢ q nazywamy 1lorazem ciggu
.> geometrycznego.
Q
b

.>




OKRESLENIE CIAGU GEOMETRYCZNEGO

_

Jezeli ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q, to

» wprost z definicji mamy: a, = a,0, a5 = a0, ..., 8,y = 80, ...

dy d3 dqg
—=q,—=q9,...,—=(.., 8201920
d dy dg

UWAGAI!!I

1. Ciag geometryczny moze by¢ nieskonczony lub skonczony,
ale ciag skonczony musi zawiera¢ co najmniej trzy wyrazy.

2. Przyjmujemy, ze ciag postaci (a,,0,0,0,0,...) jest ciagiem
geometrycznym, gdzie a, jest pierwszym wyrazem oraz q=0
(pozostale wyrazy sa rowne 0). =
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Niech dany bedzie cigg geometryczny (a,)) 0 ilorazie =0 1 a,#0.

Na podstawie definicji ciggu geometrycznego mamy:

dy, = a;J dg = azJ = a1q3

83 = 8,0 = a,0° 85 = a,0 = a,q"

Mozna zauwazy¢, ze wyrazy ciggu geometrycznego sg iloczynami
wyrazu pierwszego 1 pewnej potegi ilorazu q, przy czym wyktadnik,
do ktorego podniesione g, jest o jeden mniejszy od wskaznika

wyrazu. Pozwala to na sformutowanie twierdzenia:
TWIERDZENIE 1:

Jezeli (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie q=0, to:

Aa,=a, q"!
<>

neN
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l. WZOR OGOLNY - PRIYKEAD

Wszystk|e pinl: 2, x, vy, z, 1
.>

ROZWIAZANIE:
W naszym ciggu geometrycznym mamy. a; = 2, d, = X, dz =Y,
» 8,=Z, 8;= 162
pomewaz a- = a,0% wigc 162 =2qg*
.> stad: 0*=81<q=-3 lub g=3

dla g =-3 mamy: dla g=3 mamy:
,=X=a,0=-6 Bp=X=a,0=06
. =y=a,=18 y=a,q=18
. a4—z—a3q—-54 a,=2Z=ay] =54
otrzymalismy dwa ciggi spelniajgce warunki zadania

» ODPOWIEDZ: x =-6,y=18,z=-54 lub x=6,y =18,y =54
IR
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TWIERDZENIE 2.

Kazdy wyraz a, ciggu
geometrycznego z
wyjatkiem pierwszego
(gdy ciag jest skonczony
- ostatniego) spetnia
warunek:

2 — .
an _an-l an+1

Wynika z tego, ze wyrazy
a-11a,+1 majg ten sam
znak oraz ‘ a, 1 \Jan_1 a1

Jezel1 wszystkie wyrazy ciggu
geometrycznego sg dodatnie
prawdziwy jest wniosek, ze
kazdy wyraz c1agu, poczawsz
od drugiego, jest srednig
geometryczng wyrazu
poprzedniego 1 nastepnego:

An = \lan 1 ot <




..’ SUMA CZESCIOWA CIAGU GEOMETRYCINEGO

_

Obliczymy sume n poczatkowych kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.
.» Przyjmujemy takie same oznaczenia jak dla ciggu arytmetycznego.
= al
Sz =t &

..> S;=a; + a3

S,=q, ta,taz+...+a, , +a,

>
.. TWIERDZENIE:
Jezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to:
1-g*
Sn = J a1
] 1-g
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Wzor postaci:

Q- 1

Sn:al

q-1
wygodniej jest

stosowac gdy:

q>1

Wzor postaci:

1-g"

Sn:al

1-9
wygodniej jest

stosowac gdy:

q<1




..> SUMA CZESCIOWA CIAGU GEOMETRYCZNEGO - PRZYKEAD

._

W pewnym ci Ngu ,g& oimed ¥3%.c zQ@Ql
dziesifciu poczNtkowych wy

ROZWIAZANIE:
Przyjmujemy, Ze rozwazany cigg geometryczny ma co najmniej
10 wyrazow. Korzystamy ze wzoru:

qr- 1

S =a (>1)

P o o

. po podstawieniu danych z tre$ci otrzymujemy:
S,,=8184

..> ODPOWIEDZ: S,,= 8184
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ii JADANIA =

0] pojecie ciagu liczbowego

l l 0l monotonicznos¢ ciaggu

|| 0 Indukcja matematyczna

|| 0] cigg arytmetyczny

ll O ciag geometryczny

|| [ szereg geometryczny
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OBLICZ PIEC POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU (@),
KTOREGO WYRAZ OGOLNY OKRESLONY JEST WZOREM:

ODRP.:
1)a,=9-2n 7,5 3,1,-1
3 5 8 & U
2)a, = —— — 11— —
n+1 2 4 5 2
3)a, = (-2)" -2, 4, -8, 16, -32

4) a, =3l 1,3, 9,27, 81
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MONOTONICZNOSC CIAGU

NS ———

l | ZBADAJ MONOTONICZNOSC CIAGOW:

ODRP.:
1)a,=1+2n C13g rosnacy
l l 2)a, =2n%-3 ciag rosnacy
3)a,=n(n+1) c13g rosngcy
l l 4)a,=1-2-3:4-....n C13g rosngcy
nz+1

l l 5) an = ciag malejacy

N2
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INDUKCIA MATEMATYGZNA

N ——————

STOSUJAC ZASADE INDUKCJI MATEMATYCZNEJ
| | WYKAZ, ZE DLA KAZDEJ LICZBY NATURALNEJ n >1
PRAWDZIWE SA WZORY:

ll 1)2+4+6+8+.+2n=n(n+1)
l 2)1+3+5+7+..+(2n-1)=n?
| 3)2+6+18+54+.+2:3m1=3n-1

3
|| 4)3+32+33+ 3%+, +31=— (3n- 1)
2
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OBLICZ WYRAZ PIERWSZY a, I ROZNICE r CIAGU
| l ARYTMETYCZNEGO (a,), JEZELI:
ODRP.:

l 1) [a;+a,=29 a,=4,r=3

| las + a,, = 50
ll 2) [ag+a;=24 a, =3,r=31lub
| la, - a; = 135 a, =21,r=-3

l 3) [ag+ay, =40 a, = 115, r =-10 lub

| l la,:2 - 2,42 = 400 a,=1,r=2
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:' CIAG GEOMETRYCINY

1). Wyznacz trzy liczby, ktore tworza ciag geometryczny,
l l jezeli wiadomo, ze ich suma jest rowna 42, a iloczyn jest
rowny 512.
l 2) Jaka liczbe nalezy dodac do kazdej z liczb 1, 11, 111, aby
l powstate sumy utworzyty cigg geometryczny?
l l 3) W szesciowyrazowym ciggu geometrycznym suma

wyrazow o wskaznikach nieparzystych jest rowna 266, zas

o wskaznikach parzystych jest rowna 399. Wyznacz wyraz

l l pierwszy 1 iloraz tego ciagu.
1 3

ODP.:1)32,8,21ub 2,8,32;2) —;3)a, =32,q=—

|| 9 2



:' SZEREG GEOMETRYCINY

l l DLA JAKICH WARTOSCI x ISTNIEJE SUMA SZEREGU

GEOMETRYCZNEGO ZBIEZNEGO? OBLICZ SUME
JEZELI:

ll 1)1+ x2+ x4+ x5 +...

ll 2) 1+ (1 +x)2+(1+x)*+ (1+x)°+...

1 -1
l l ODP.: 1) xe(-1,1), S=—; 2) xe(-2,0), S=
1-x? X%+ 2X



