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Rachunek catkowy




SPIS TRESCI

INTEPRETACJA

CALKA NIEWEASCI

RACHUNEK CAEKOWY - ZAL




Funkcja pierwotna:

F —pierwotna do f < F'(x)= f(x)

PRZYKEAD 1

PRZYKEAD 2




ITWIERDZENIE:

G(x) = F(x) + C

IWIERDZENIE:

G(x) = F(x) + C




PEFINIC/A:




PODSTAWOWE WZORY RACHUNKU
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[a-flx)dx=a- | f(x)dx
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Twierdzenie :

t: X — T —rézniczkowalna ~ ¢ = A(x)
g ma w ¢ funkcje pierwotng G

vxeX 1 flx)=glh(x)) #'(x)

Teza :

[f(x)ax=G(ux))+C




CAtKA NIEOZNACZ

TWIERDZENIE:

1.j(f+g X)dx = j dx+jg X)dx = F(x) + G(x) + C

2. [(f-g)(x)dx = [ f(x)dx- [g(x)dx = F(x) - G(x) +C

[k (x)dx = k- [ f(x)dx = kFo)+C

ZADANIA




CAtKOWANIE PRZEZ

Twierdzenie: < o catkowaniu przez czesci >

1£(x)a’ (x)dx = F(x)g(x) - [/ (x)g(x)dx

PRZYKEAD




CAtKOWANIE PRZEZ POD

Twierdzenie: < pierwsze o catkowaniu przez podstawienie t = hix

[ f(x)dx=G[h(x)]|+C

PRZYKEAD




Twierdzenie: < drugie o catkowaniu przez podstawienie

J000x= [ f[o{1] - (1t

ZADANIA



CAtKOWANIE FUNKCJI W

i na utamki proste.

PRZYKEAD

[l

gdzie stost
wielomianu).

PRZYKEAD




nasuwa sie wniosek:

PRZYKXAD



CALKA FUNKCJ| NIEWY

4 omoéwionych w

PRZYKEYAD 1

PRZYKEAD 2

ZADANIA




CAtKA OZNACZON

Definicja:

!f(x) dx = [F(x)]: =F(b) - F(a)

PRZYKEAD




Iwierdzenie:

1 iﬂmdxzo

= fbf(x) dx = } f(x) dx

b c b
Jegelia<c<b, to: [ f(x)dx = [ (x) dx + [ f(x) dx

OZNACZONA - A 4 >



INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA CA

Twierdzenie:

Xx=3 x=b OX y=f(x).

[
Ll

a b X

b
Obszar S przedstawia S= J. f(x)dx
a

GEOMETRYCZNE ZASTOS. CALKI OZNACZONE)



CALKA NIEWtASCI

Twierdzenie:

lim ] f(x) dx

t—>+ a

Tf(x)dx

PRZYKEAD




Zadanie 1:
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c)
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RACHUNEK CAtKOWY -

..3X2dX
.‘(x -1)*dx

.3X

I

x> -3cosx dx

I(2ex = \/;)dx




RACHUNEK CAtKOWY - ZADAN

Zadanie 2:

3) ..x-e"dx
b) ..\/;~x2dx

o) | x*-sinx dx

d) : cos’x dx

adanie 3:

Icos(x +2) dx




RACHUNEK CAtKOWY - ZADANI

Zadanie 4:




Zadanie 5:

3)

b)

c)

RACHUNEK CAtKOWY - ZADANI
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KONIEC PREZENTACII




PRZYKEAD 1:

F(x)= % X2 F:R-R

bo: F’(x)= (%xz)’= x = f(x)

G(x) = x2+e F:R—R
bo: G’(x)=( X2+e)=x=f(x)

POWROT



PRZYKEAD 2:

f(x)=x> fR>R

FX)=x*+4  F:R-R
3

() = (3¢ +4) = x2 = (x)

G(x) :%x3 -3 G: R—>R
3+ 4) = x? = f(x)

POWROT



CALKA NIEOZNACZONA -

Zadanie:

3+1 4
f(x3 +2x-1)dx=jxgdx+j2xdx-fldx= B +2J.xdx-x=x—+2-1x2 =
3+1 4 2
4
_ X X x=ixt X ox+C
4 4
Zadanie:
) .. .. _ 340 _ 3 1, x' 1 , 1,
znaczamy wszystkie funkcje pierwotne funkcji f(x): [ f(x)dx= [ x-x’dx = [ xdx- [ x dx=2x ==Xt 7xT+C

1 1
lismy rodzin¢ krzywych G(x) =—ZX4 + EXZ +C

zal do krzywej musi spetniac jej rownanie:

. 1 2 1 4 7
: Szukana funkcja ma posta¢ f(x) - X - m X+ 2 )

POWROT



Przykiad:

Ix - COSX dx
Mamy do czynienia z iloczynem funkciji podcatkowych. Jezeli jedna z nich
potraktujemy jako pochodna pewnej innej funkeji np.:
q'(x) = cosx

A druga jako zwyczajna funkcje np.: f(x) = x

Mozemy zastosowa¢ wzor.
Najpierw uporzadkujemy funkcie i ich pochodne niezbedne do podstawienia do wzoru.

f(x) = x o9 - 1

) = cosx | g(x) = sinx

jac do wzoru otrzymamy:

dx=x-sinx-_[1-sinx dx = x-sinx + cosx + C

POWROT

WANIE PRZEZ CZESCI -



Zadania:

OBLICZ
f(x) = x Cf(x) =1

1. _[x-cosxdx= / , _
g’ (X) = cosx : g(x) = sinx

}=x-sinx-jl-sinx dx = x-sinx +cosx + C

fx)=x? f/(x)=2
2 Ixz-ex dx = (x) = _ (x) = 2 =x2-ex—j2x-ex dx=x2-e"—2jx-ex dx =
' g'(x) =e"i g(x) = ¢’

_{f(x)=x S (x)=1
g'(x) =" g(x) =e*

= X2-eX - 2x-eX + 2eX+ C

}=x2 g% -2-(x-eX -Il-eX dx)=x2 g% -2-(x-eX -Iex dx)=

POWROT

ANIE PRZEZ CZESCI -



Przykfad:

[ (2x+3)°dx

£ = Dx+3 h(x) = 2x+3 h'(x) =2 dt = 2dx

(2x+3)° = %(2x +3)°-2

1
g =t

2X +3)6dx:j£t6dt =Ly +C:i(2x+3)7 +C
2 14 14

POWROT

PRZEZ PODSTAWIENIE -



LAPANIA:

1.

2.

t=2x
) o1 1¢ . 1 1
Is1n2xdx= lldt=2dx =smt-Edt=5Is1ntdt=-5cost=-5-2x+c
—dt =
\2d dx
TRNE 11 Lel 16 123 13
= = = o= = = = = E =—.—=—.—.E=—.E=
I\/4x+2dx dt = 4dx I\/? jdt 4I\/?dt 4It di=3-g=g 5 =ct
ldt—d 5
4
1 3
=g-(4x+2)2+C
2 gt == [ cost dt == -sint = = -sin 2 x +C
=— =—.sint=—-sin—x
5 5 COS 5 S 5 S 2

POWROT

|[E PRZEZ PODSTAWIENIE -



Przykiad 1.

2X+5
I[(X> | 2

X°+X-2

2x+5  2X+5
X2 +X-2 _(x+2)-(x-1)

2X+5 _ A . B
(x+2)(x-1) (x+2) (x-1)

A B _A(x-1)+B(x+2) (A+B)x-A+2B
(x+2) (x-1)  (x+2)(x-1)  (x+2)(x-1)

* Mamy wiec:
(A +B)x-A+2B

X +2)(x-1)

NIE FUNKCOI WYMIERNYCH -



Przyktad 1 (c.d.) :

2x+5=(A+B)x-A+2B

A+B=2
2B-A =5

* Podstawiajac (do punk

e 1 7
2+x-2  3(x+2) 3x-1)

POWROT

FUNKCII WYMIERNYCH -



Przykiad 2:

I4x—1dX

1
(x+2):(4x-1) = 4

FUNKCII WYMIERNYCH -



Przykiad 2 (c.d.) :

9
g, dlejdx+g idx:1x+g-lln|4x-]J+C
4adax-17 4" 44

POWROT

FUNKCII WYMIERNYCH -



Przykiad:

(x2 +1)" = 2x

Ixzzf_ldx: Inx* +1/+C

POWROT

FUNKCII WYMIERNYCH -



Przykiad 1:

I\/3x+1dx= 3dx = dt

X+1=t
L
3

J

PRZYKEAD 2

POWROT

JI NIEWYMIERNYCH -



Przykiad 2:

S 2 2 2 t2 2 2
J3x+1dx=<2tdt=3dx +=|t-—tdt==|t3dt==-—==t%=
J | i J 3 3I 37379 9

dx = —tdt

| 3

POWROT

JI NIEWYMIERNYCH -



LADPANIA:

. t? = 3x-5x - ) )
| dx=42tdt =-5dx (=[>-Ztdt=-Z[dt=-Zt+C
3-5x ) t 5 5 5
dx = -—tdt
X 5
[t=+2x-3
t? =2x-3
2tdt = 2dx 243 1 L
. _ — = [(+2 2t = = [(+2 2\t =
[ x/2x-3 dx = {dx = tdt = > -t-tdt-zj(t +3)- t*dt 2j(t +3t )t
z t?=2x-3
t>+3
X =
\ 2
5 3 5 3 5 3 5 3
=£“t“dt+3ft2dt]:1 gt bt st 1v+st v+t o
2 2|5 " 3| 2|5 5| 2 5 10
POWROT

KO NIEWYMIERNYCH -



POWROT



TWIERDZENIE:

b
V =TI1[ f?(x) dx

p =211 () /1+ [ (] dx

3. Dlugosé tul

sz\/1+[f’(x)]2dx

POWROT

OSOWANIE CALKI OZNACZONE) -



Przyktad:

1 e . [T 1] . (1
I—de=I|mIX2dX=I|m[_—J =I|m{——} =I|m(—;+1j=1

1 X t>+0o ¢ t—>+o0

X
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POWROT

[EWEASCIWA -



