
�

 

PROPOZYCJA PLANU WYNIKOWEGO REALIZACJI  
PROGRAMU NAUCZANIA 

„Matematyka przyjemna i po�yteczna” 

W TRZECIEJ KLASIE SZKOŁY PONADGIMNAZJALNEJ  
W ZAKRESIE ROZSZERZONYM 

 
KOMBINATORYKA 
 

PERMUTACJE (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
D

ST
A

W
O

W
E

 

• podaje reguł� mno�enia; 
• wyja�nia poj�cie silni; 
• wyja�nia poj�cie permutacji; 
• zapisuje za pomoc� symbolu silni iloczyny 

(np. 5432 ⋅⋅⋅ , 1817 ! 16 ⋅⋅ ); 
• wypisuje wszystkie permutacje elementów danego 

zbioru. 

• oblicza warto�� wyra�enia typu: ! 4 ! 5 ⋅ , 
! 13
! 15

; 

• oblicza liczb� permutacji elementów zbioru; 
• szacuje liczb� permutacji elementów licznego zbioru; 
• ustala liczb� elementów zbioru, znaj�c liczb� ich 

permutacji. 
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 • skraca wyra�enia algebraiczne, zawieraj�ce silni� 
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; 

• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c permutacje i stosuj�c 
reguł� mno�enia lub reguł� dodawania; 

• oblicza liczb� permutacji elementów zbioru, które 
spełniaj� dodatkowe warunki (np. nierozró�nialno��, 
wyst�powanie obok siebie wskazanych elementów, 
ustawianie w kole). 

 
 

WARIACJE – ZASTOSOWANIE REGUŁY MNO�ENIA (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 

– wariacje bez powtórze�, 
– wariacje z powtórzeniami. 

• wyznacza liczb� wariacji bez powtórze� i wariacji 
z powtórzeniami konkretnej liczby elementów; 

• okre�la liczb� dzielników liczby postaci mn ba ⋅ . 
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 • wyznacza liczb� wariacji bez powtórze� i wariacji 
z powtórzeniami zbioru n-elementowego; 

• wyznacza liczb� wariacji bez powtórze� i wariacji 
z powtórzeniami elementów, które spełniaj� 
dodatkowo okre�lone warunki. 
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KOMBINACJE. DWUMIAN NEWTONA (4 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– kombinacja, 
– symbol Newtona; 

• podaje własno�ci symbolu Newtona; 
• wypisuje kombinacje elementów danego zbioru. 

• oblicza warto�� współczynników newtonowskich; 
• wyznacza liczb� kombinacji; 
• rozwi�zuje zadania o podziale; 
• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c kombinacje oraz 

stosuj�c reguł� mno�enia lub reguł� dodawania. 
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• podaje wzór Newtona; 
• buduje trójk�t Pascala. 

• rozwi�zuje problemy geometryczne, korzystaj�c 
z kombinacji (np. liczba przek�tnych n-k�ta, liczba 
prostych przechodz�cych przez dane punkty); 

• wyznacza liczb� kombinacji przynajmniej 
k-elementowych; 

• dowodzi to�samo�ci kombinatoryczne; 
• dowodzi własno�ci symbolu Newtona 
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• zapisuje wzory typu ( )nba + , korzystaj�c ze wzoru 
Newtona lub trójk�ta Pascala; 

• wyznacza wskazany współczynnik w rozwini�ciu 
dwumianu Newtona. 

 
 
PRAWDOPODOBIE�STWO 
 

PRAWDOPODOBIE�STWO I JEGO WŁASNO�CI (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– zdarzenie losowe, 
– cz�sto��, 
– prawdopodobie�stwo zdarzenia losowego, 
– zdarzenie pewne, 
– zdarzenie niemo�liwe, 
– zdarzenia elementarne, 
– przestrze� zdarze� elementarnych, 
– zdarzenie przeciwne, 
– zdarzenia wykluczaj�ce si�, 
– iloczyn zdarze�, 
– suma zdarze�; 

• podaje: 
– klasyczn� definicj� prawdopodobie�stwa, 
– własno�ci prawdopodobie�stwa, 
– wzór na prawdopodobie�stwo sumy zdarze�; 

• zapisuje przestrze� zdarze� elementarnych 
do�wiadczenia losowego; 

• wymienia wyniki sprzyjaj�ce zdarzeniu losowemu. 

• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, korzystaj�c 
z klasycznej definicji prawdopodobie�stwa; 

• ustala zdarzenie przeciwne do danego; 
• rozpoznaje zdarzenia wykluczaj�ce si�; 
• okre�la sum�, iloczyn i ró�nic� zdarze�; 
• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, korzystaj�c 

z własno�ci prawdopodobie�stwa; 
• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, korzystaj�c ze 

wzorów na liczb� permutacji lub kombinacji. 
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• opisuje zdarzenia np. BA ∪′  dla danych zdarze� 
A i B. 

• rozwi�zuje problemy wymagaj�ce zastosowania 
własno�ci prawdopodobie�stwa i wzorów na liczb� 
permutacji lub kombinacji; 

• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, wykorzystuj�c 
wiadomo�ci z innych działów (np. podzielno�� liczb). 

 
 

DO�WIADCZENIA WIELOETAPOWE. METODA DRZEW (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cie do�wiadczenia wieloetapowego; 
• zapisuje zbiór zdarze� elementarnych 

do�wiadczenia wieloetapowego; 
• wyja�nia metod� drzew; 
• opisuje do�wiadczenie w postaci drzewa. 

• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze� 
wieloetapowych; 

• stosuje metod� drzew do obliczania 
prawdopodobie�stwa zdarze� (ze zwracaniem i bez 
zwracania). 
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 • oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, które mo�na 
zapisa� jako sum� zdarze� wykluczaj�cych si� 
(np. w dwukrotnym rzucie kostk� otrzymanie 
w sumie co najwy�ej 3 oczek); 

• wyznacza prawdopodobie�stwo zdarze� 
wieloetapowych, wykorzystuj�c własno�ci 
prawdopodobie�stwa (np. prawdopodobie�stwo 
zdarzenia przeciwnego). 

 

ZADANIE O LOTERII, O DU�YM LOTKU, O LICZENIU RYB I O KILKU INNYCH KWESTIACH (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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wyja�nia poj�cie cz�sto�ci. • oblicza prawdopodobie�stwo zdarze� polegaj�cych 

na losowaniu podzbioru elementów spełniaj�cych 
okre�lone warunki; 

• okre�la liczb� elementów zbioru, porównuj�c cz�sto�� 
i prawdopodobie�stwo zdarze�. 
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 • rozwi�zuje problemy typu loteria, wymagaj�ce 
zastosowania własno�ci prawdopodobie�stwa; 

• szacuje liczb� elementów zbioru, wykorzystuj�c 
wzory na liczb� kombinacji 
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PRAWDOPODOBIE�STWO WARUNKOWE I PRAWDOPODOBIE�STWO CAŁKOWITE (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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W
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• wyja�nia poj�cie prawdopodobie�stwa 
warunkowego; 

• podaje wzór na: 
– prawdopodobie�stwo iloczynu, 
– prawdopodobie�stwo całkowite; 

• ilustruje za pomoc� drzewa rozwi�zanie zadania 
dotycz�cego prawdopodobie�stwa całkowitego. 

• oblicza prawdopodobie�stwo warunkowe; 
• oblicza prawdopodobie�stwo iloczynu zdarze�. 

oblicza prawdopodobie�stwo całkowite. 
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 • rozwi�zuje zadania, obliczaj�c prawdopodobie�stwo 
warunkowe; 

• dowodzi wzory na prawdopodobie�stwo całkowite 
np. dla trzech zdarze�; 

• uogólnia wzór na prawdopodobie�stwo iloczynu 
n zdarze�. 

 
 

NIEZALE�NO�� ZDARZE� (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje definicj� niezale�no�ci dwóch zdarze�; 
• wyja�nia poj�cie niezale�no�ci trzech zdarze�. 

• sprawdza, korzystaj�c z definicji, niezale�no�� dwóch 
zdarze�; 

• oblicza prawdopodobie�stwo zdarze�, które mo�na 
opisa� jako iloczyn niezale�nych zdarze� lub 
niezale�nych dopełnie�; 

• oblicza prawdopodobie�stwo sumy zdarze� 
niezale�nych; 

• rozwi�zuje zadania praktyczne (oporniki, systemy 
alarmowe), korzystaj�c z definicji niezale�no�ci. 
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 • bada niezale�no�� trzech zdarze�; 
• uzasadnia własno�ci zdarze� niezale�nych (np. je�li 

zdarzenia A, B, C s� niezale�ne, to A ∪  B oraz C te� 
s� zdarzeniami niezale�nymi). 
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SCHEMAT BERNOULLIEGO (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– sukces, 
– pora�ka; 

• podaje wzór opisuj�cy prawdopodobie�stwo 
k sukcesów w serii n powtórze�. 

• stosuje schemat Bernoulliego do obliczenia 
prawdopodobie�stwa zdarze�; 

• rozwi�zuje zadania, korzystaj�c ze schematu 
Bernoulliego i własno�ci prawdopodobie�stwa. 
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 • wyznacza najbardziej prawdopodobn� liczb� 
sukcesów w serii n prób Bernoulliego. 

 
 
ELEMENTY STATYSTYKI OPISOWEJ 
 

TABELE, DIAGRAMY I �REDNIE (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– szereg pozycyjny, 
– diagram słupkowy, 
– diagram kołowy, 
– �rednia arytmetyczna wyników; 

• odczytuje dane zapisane w postaci tabel 
i diagramów; 

• przedstawia dane w postaci tabeli, szeregu 
pozycyjnego i diagramu słupkowego. 

• przedstawia dane w postaci diagramu procentowego; 
• oblicza �redni� arytmetyczn� na podstawie tabel 

i diagramów; 
• szacuje przybli�on� warto�� �redniej pogrupowanych 

danych. 
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 • interpretuje dane i �rednie. 
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�REDNIA WA�ONA. MEDIANA I MODA (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– �rednia wa�ona, 
– mediana, 
– moda (dominanta); 

• podaje median� i mod� zestawu danych 
przedstawionych w postaci szeregu pozycyjnego. 

• oblicza �redni� wa�on� zestawu danych; 
• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c �redni� wa�on�; 
• wyznacza median� i mod� zestawu danych 

przedstawionego w postaci tabeli lub diagramu; 
• podaje przykłady zestawu danych, dla których �rednia 

i mediana spełniaj� okre�lone warunki. 
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 • uzupełnia list� danych, znaj�c pewne parametry 
statystyczne, tak aby cały zestaw spełniał okre�lone 
warunki; 

• analizuje zmian� �redniej wa�onej w zale�no�ci od 
wyboru współczynników wagowych. 

 
 

WARIANCJA I ODCHYLENIE STANDARDOWE. ROZKŁAD NORMALNY* (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– odchylenie bezwzgl�dne, 
– wariancja, 
– odchylenie standardowe. 

• oblicza wariancj� i odchylenie standardowe zestawu 
danych; 

• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c odchylenie 
standardowe. 
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• podaje zestawy np. dwóch liczb o wskazanej 
�redniej i odchyleniu standardowym; 

• interpretuje warto�ci wariancji i odchylenia 
standardowego; 

• wyja�nia poj�cia: 
– rozkład normalny, 
– krzywa Gaussa. 

• okre�la zmiany parametrów statystycznych 
w zale�no�ci od zmian warto�ci danych; 

• oblicza prawdopodobie�stwo wyniku z danego 
zakresu na podstawie �redniej i odchylenia 
standardowego; 

• okre�la przedziały zawieraj�ce okre�lony procent 
wyników. 
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�REDNIA I WARIANCJA W SCHEMACIE BERNOULLIEGO* (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– warto�� oczekiwana, 
– teoretyczna wariancja. 

• oblicza teoretyczn� �redni� i teoretyczn� wariancj� 
• wyprowadza wzory na teoretyczn� �redni� 

i teoretyczn� wariancj� dla dowolnego p w schemacie 
Bernoulliego. 

 
 
POCHODNA, GRANICA I CI�GŁO�� 
 

GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– granica funkcji w punkcie, 
– granice jednostronne funkcji w punkcie, 
– granica niewła�ciwa funkcji w punkcie; 

• okre�la granice funkcji w punkcie na podstawie jej 
wykresu. 

 

• oblicza granic� funkcji w punkcie nale��cym do 
dziedziny funkcji; 

• oblicza granic� funkcji w punkcie, wykonuj�c 
odpowiednie przekształcenia (np. stosuj�c wzory 
skróconego mno�enia); 

• wyznacza warto�� granicy funkcji w punkcie 
w zale�no�ci od parametru. 
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• wskazuje punkty, w których funkcja dana wykresem 

ma granic� niewła�ciw� lub granice jednostronne. 
• oblicza granice funkcji w punkcie, przekształcaj�c 

wyra�enia niewymierne; 
• wyznacza granice jednostronne w punktach 

nieci�gło�ci funkcji danej wzorem; 
• szkicuje wykres funkcji, maj�c dan� dziedzin�, 

monotoniczno�� i granice; 
• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c granic� funkcji 

w punkcie (np. wyznacza graniczne warto�ci obj�to�ci 
bryły w zale�no�ci od wysoko�ci, oblicza przybli�one 
warto�ci pierwiastków kwadratowych podanych 
liczb). 
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CI�GŁO�� (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– ci�gło�� funkcji w punkcie, 
– funkcja ci�gła na przedziale, 
– punkt nieci�gło�ci funkcji; 

• odczytuje z wykresu punkty nieci�gło�ci funkcji. 

• bada ci�gło�� funkcji danej wzorem, szkicuj�c jej 
wykres; 

• bada ci�gło�� funkcji danej wzorem na podstawie 
definicji; 

• okre�la przedziały ci�gło�ci funkcji, która nie jest 
ci�gła w całej dziedzinie. 
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• podaje twierdzenie o warto�ciach po�rednich; 
• szkicuje wykres funkcji o okre�lonych własno�ciach 

i podanych punktach nieci�gło�ci. 

• dobiera warto�� parametru, tak aby dana funkcja była 
ci�gła; 

• buduje funkcje nieci�głe w okre�lonych punktach, 
przekształcaj�c znane funkcje nieci�głe (np. 

xy sgn= , [ ]xy = ); 
• znajduje punkty nieci�gło�ci funkcji, która opisuje 

okre�lone zale�no�ci praktyczne (np. podatek 
w zale�no�ci od dochodu); 

• sprawdza, czy funkcja w okre�lonym przedziale 
posiada miejsce zerowe; 

• uzasadnia rachunkiem istnienie pierwiastka równania 
i wskazuje go z okre�lon� dokładno�ci�. 

 
 

PR�DKO�� ZMIANY I POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
D

ST
A

W
O

W
E

 

• wyja�nia poj�cia: 
– iloraz ró�nicowy, 
– pr�dko�� zmiany warto�ci funkcji w punkcie; 

• podaje definicj� pochodnej funkcji w punkcie. 

• wyznacza iloraz ró�nicowy funkcji danej wzorem na 
wskazanym przedziale; 

• oblicza z definicji pochodn� funkcji typu axxf =)( , 
2)( axxf =  w danym punkcie. 
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• odczytuje z wykresu funkcji �redni� pr�dko�� 
zmiany warto�ci funkcji na wskazanym przedziale. 

• oblicza z definicji pochodn� funkcji wielomianowej 
w danym punkcie. 
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POCHODNA JAKO FUNKCJA. RÓ�NICZKOWANIE. POCHODNA FUNKCJI POT�GOWEJ (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cie pochodnej funkcji; 

• podaje wzór na pochodn� funkcji 
nxy = ; 

• podaje wzór na pochodn� funkcji typu: 12xy = , 
5−= xy . 

• wyznacza, korzystaj�c z definicji, wzór na pochodn� 
funkcji liniowej oraz funkcji typu 2axy = ; 

• okre�la własno�ci pochodnej funkcji nxy = . 
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• podaje wzór na pochodn� funkcji typu: 
7

1

x
y = , 

4 xy = . 

• wyznacza, korzystaj�c z definicji, wzór na pochodn� 
funkcji kwadratowej oraz funkcji homograficznej; 

• przeprowadza analogiczne rozumowanie w celu 
wyznaczenia wzoru na pochodn� funkcji 
trygonometrycznych lub funkcji wykładniczych; 

• dowodzi wzór na pochodn� funkcji nxy = , 
korzystaj�c ze wzoru Newtona. 

 
 

REGUŁY RÓ�NICZKOWANIA (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje prawa działa� na pochodnych: 
– pochodna sumy funkcji, 
– pochodna ró�nicy funkcji, 
– pochodna iloczynu funkcji i stałej, 
– pochodna sumy funkcji i stałej, 
– pochodna iloczynu, 
– pochodna ilorazu. 

• wyznacza pochodn� funkcji, korzystaj�c z reguł 
ró�niczkowania; 

• wyznacza pochodn� funkcji, korzystaj�c z tabeli 

pochodnych (np. wiedz�c, �e ( )
x

x
1

ln =′  wyznacza 

pochodn� funkcji xxy ln4 2= ). 
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• wymienia przykłady funkcji o tej samej danej 
pochodnej (np. xy =′ , 52 +=′ xy ). 

• oblicza pochodn� funkcji, która jest wzorem 
geometrycznym lub fizycznym, a argumentem 
wskazana zmienna; 

• wyprowadza reguły ró�niczkowania; 
• dowodzi to�samo�ci zwi�zane z funkcj� i jej 

pochodn�; 
• wyznacza funkcj� pierwotn� dla funkcji 

wielomianowej, homograficznej lub niewymiernej. 
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RÓWNANIE STYCZNEJ (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cie stycznej; 
• wyja�nia zwi�zek mi�dzy pochodn� funkcji 

w punkcie i współczynnikiem kierunkowym 
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie; 

• rozpoznaje na rysunku styczn� do wykresu funkcji. 

• wyznacza równanie stycznej do wykresu funkcji 
w danym punkcie; 

• wyznacza równanie stycznej do wykresu funkcji, 
równoległej lub prostopadłej do danej prostej. 
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• analizuje k�t nachylenia stycznej do wykresu funkcji 
w danym punkcie, aby poda� warto�� pochodnej w 
tym punkcie. 

• bada istnienie i równanie stycznej do wykresu funkcji, 
która powstała przez przekształcenie znanej funkcji 
lub posiada okre�lone własno�ci.  

 
 

POCHODNA A CI�GŁO�� (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia zwi�zek pochodnej z ci�gło�ci�; 
• podaje przykłady funkcji ci�głych, które nie maj� 

pochodnej w pewnym punkcie; 
• rozpoznaje wykres funkcji ci�głej, która nie posiada 

pochodnej w pewnym punkcie. 

• wyznacza punkty, w których funkcja dana wzorem 
nie posiada pochodnej; 

• przekształca wykres danej funkcji (np. xy = ), tak 

aby otrzymana funkcja nie posiadała pochodnej we 
wskazanych punktach. 
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• szkicuje wykres funkcji ci�głej, która nie posiada 
pochodnej w okre�lonym punkcie. 

• zapisuje wzorem pochodn� funkcji z modułami; 
• dowodzi braku istnienia pochodnej funkcji w danym 

punkcie, badaj�c jednostronne granice ilorazu 
ró�nicowego; 

• bada ró�niczkowalno�� funkcji z parametrem. 

 

POCHODNA: SPOJRZENIE FIZYKA (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje interpretacj� fizyczn� pierwszej i drugiej 
pochodnej funkcji. 

• wyznacza pr�dko�� i przyspieszenie, korzystaj�c 
z funkcji opisuj�cej drog�; 

• rozwi�zuje zadania tekstowe dotycz�ce pr�dko�ci 
i przyspieszenia, korzystaj�c z pochodnej. 
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 • wyznacza pr�dko�� i przyspieszenie, korzystaj�c 
z funkcji z parametrem; 

• opisuje wzorem sytuacj� fizyczn� oraz bada 
i interpretuje jej własno�ci. 

 
 
MONOTONICZNO�� I PROBLEMY OPTYMALIZACJI 
 

MONOTONICZNO�� (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje twierdzenie dotycz�ce zwi�zku znaku 
pochodnej funkcji z monotoniczno�ci� tej funkcji; 

• odczytuje przedziały monotoniczno�ci funkcji danej 
w postaci wykresu. 

• okre�la przedziały monotoniczno�ci funkcji, badaj�c 
znak jej pochodnej; 

• sprawdza monotoniczno�� w całej dziedzinie funkcji 
wielomianowej. 
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 • wyznacza warto�ci parametru, dla których dana 
funkcja jest monotoniczna; 

• uzasadnia istnienie i liczb� miejsc zerowych funkcji 
w danym przedziale, badaj�c monotoniczno�� tej 
funkcji. 

 
 

MINIMA I MAKSIMA. PUNKTY KRYTYCZNE. ZADANIA NA OPTYMALIZACJ� (4 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– otoczenie punktu, 
– punkt krytyczny; 

• podaje definicje poj��: 
– minimum funkcji, 
– maksimum funkcji, 
– warto�� najmniejsza funkcji, 
– warto�� najwi�ksza funkcji; 

• podaje warunek konieczny i warunek wystarczaj�cy 
istnienia ekstremum; 

• wskazuje ekstrema funkcji na jej wykresie. 

• wyznacza punkty, w których funkcja posiada 
ekstrema; 

• oblicza najmniejsz� i najwi�ksz� warto�� funkcji 
w danym przedziale; 

• wyznacza warto�� parametru, dla której funkcja 
posiada ekstremum w danym punkcie; 

• rozwi�zuje zadania tekstowe, obliczaj�c najmniejsz� 
i najwi�ksz� warto�� funkcji wielomianowej. 
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 • szkicuje przykładowe wykresy funkcji, której 
ekstrema spełniaj� podane warunki; 

• bada liczb� rozwi�za� równania z parametrem typu 
mxf =)(  i wyznacza warto�ci ekstremalne; 

• rozwi�zuje zadania, obliczaj�c najmniejsz� 
i najwi�ksz� warto�� funkcji wymiernej 
i niewymiernej. 

 
 

WYKRESY WIELOMIANÓW I FUNKCJI WYMIERNYCH (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
D
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A
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O
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• dobiera w pary wykresy funkcji i jej pochodnej. • szkicuje wykresy funkcji wielomianowych 
i wymiernych, wykorzystuj�c granice i pochodn�; 

• okre�la zbiór warto�ci funkcji. 
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 • bada przebieg zmienno�ci funkcji, aby rozwi�za� 
graficznie równanie wy�szego stopnia lub równanie 
wymierne, lub równanie z parametrem. 

 
FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE PO RAZ TRZECI 
 

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE SUMY I RÓ�NICY K�TÓW (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje wzory na funkcje trygonometryczne sumy 
i ró�nicy k�tów; 

• podaje wzory na sinus i cosinus k�ta podwojonego. 

• wyznacza warto�ci funkcji trygonometrycznych 
k�tów 15°, 75°, 105° itp; 

• upraszcza wyra�enia zawieraj�ce funkcje 
trygonometryczne; 

• wyznacza k�t nachylenia prostej do osi Ox; 
• uzasadnia wzory redukcyjne; 
• wyprowadza inne wzory trygonometryczne na 

podstawie znanych zwi�zków mi�dzy funkcjami 
trygonometrycznymi. 
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• podaje wzór na obliczanie k�ta mi�dzy prostymi. • stosuje wzory na sinus i cosinus sumy k�tów do 
wyprowadzenia wzorów na sinus i cosinus k�ta 
potrojonego oraz połówkowego; 

• rozwi�zuje równania trygonometryczne typu 
CxBxA =+ cossin ; 

• wyznacza k�t mi�dzy krzywymi. 

 
 

ZAMIANA SUMY NA ILOCZYN (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje wzory na sum� i ró�nic� sinusów oraz 
cosinusów k�tów. 

• przekształca wyra�enia zawieraj�ce sum� lub ró�nic� 
funkcji trygonometrycznych do postaci iloczynowej; 

• rozwi�zuje równania trygonometryczne wymagaj�ce 
doprowadzenia do postaci iloczynowej. 
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 • rozwi�zuje zadania, wykorzystuj�c podstawowe 
to�samo�ci trygonometryczne. 

 
 

POCHODNE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH* (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje warto�� granicy 
x

x
x

sin
lim

0→
; 

• podaje wzory na pochodne funcji sinus i cosinus. 

• wyprowadza wzory na pochodne funkcji tangens 
i cotangens, stosuj�c reguły ró�niczkowania. 

 
 
WIELO�CIANY 
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RÓWNOLEGŁO�� I PROSTOPADŁO�� (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
D
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O
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• wyja�nia poj�cia: 
– płaszczyzny równoległe, 
– płaszczyzny prostopadłe, 
– proste równoległe, 
– proste przecinaj�ce si�, 
– proste sko�ne, 
– prosta równoległa do płaszczyzny, 
– prosta prostopadła do płaszczyzny; 

• wskazuje w otoczeniu (np. w sali lekcyjnej) proste 
i płaszczyzny spełniaj�ce podane warunki. 

• wyznacza liczb� par kraw�dzi danego graniastosłupa, 
które s�: 
– równoległe, 
– prostopadłe, 
– sko�ne; 

• uzasadnia zwi�zki mi�dzy kraw�dziami i �cianami 
wielo�cianów. 
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• podaje liczb� kraw�dzi równoległych lub sko�nych 
w nietypowych wielo�cianach; 

• ocenia prawdziwo�� zda� opisuj�cych własno�ci 
prostych i płaszczyzn w przestrzeni, np. dwie proste 
równoległe do tej samej płaszczyzny s� równoległe. 

• rozpoznaje kraw�dzie równoległe, prostopadłe lub 
sko�ne w wielo�cianach narysowanych w rzucie, 
perspektywie lub danych za pomoc� siatki; 

• wskazuje w danej bryle płaszczyzny prostopadłe do 
odcinka, który nie jest kraw�dzi�. 

 
 

RODZAJE WIELO�CIANÓW (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– wielo�cian, 
– wielo�cian wypukły, 
– graniastosłup prosty, 
– graniastosłup pochyły, 
– ostrosłup, 
– podstawa, �ciana boczna, wierzchołek, kraw�d	, 
– graniastosłup prawidłowy, 
– ostrosłup prawidłowy, 
– czworo�cian, 
– czworo�cian foremny, 
– wysoko�� graniastosłupa, wysoko�� ostrosłupa, 
spodek wysoko�ci. 

• szkicuje siatki wielo�cianów spełniaj�cych podane 
warunki; 

• wyznacza liczb� przek�tnych danego graniastosłupa; 
• wyprowadza wzór na długo�� przek�tnej sze�cianu 

oraz prostopadło�cianu, liczb� �cian, kraw�dzi 
i wierzchołków graniastosłupa oraz ostrosłupa 
o podstawie n-k�ta. 
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 • podaje liczb� kraw�dzi, �cian i wierzchołków 
wielo�cianów �ci�tych; 

• sprawdza istnienie wielo�cianów spełniaj�cych 
podane warunki. 

 
 

PRZEKROJE (2 h) 
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 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
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• wyja�nia poj�cie przekroju; 
• podaje wzór na przek�tn� prostopadło�cianu; 
• wskazuje na modelach wielo�cianów odpowiednie 

przekroje; 
• rozpoznaje wielok�ty b�d�ce przekrojem 

wielo�cianu. 

• zaznacza przekroje na rysunkach wielo�cianów; 
• oblicza pola i obwody przekrojów. 
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• wymienia wszystkie figury, które mog� by� 
przekrojem danego wielo�cianu. 

• wyznacza wymiary wielo�cianu na podstawie 
informacji o przekrojach. 

 
 

POLE POWIERZCHNI I OBJ�TO�� WIELO�CIANU (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 

PO
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• podaje wzory na obliczenie: 
– pola powierzchni graniastosłupa, 
– obj�to�ci graniastosłupa, 
– pola powierzchni ostrosłupa, 
– obj�to�ci ostrosłupa; 

• podaje wzory na obliczanie pól figur płaskich; 
• wyznacza pole powierzchni i obj�to�� wielo�cianu 

o danych długo�ciach kraw�dzi podstawy 
i wysoko�ci. 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� graniastosłupów 
oraz ostrosłupów o podanych własno�ciach; 

• wyprowadza wzory na obliczanie obj�to�ci 
np. czworo�cianu foremnego o danej kraw�dzi a. 
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• przekształca wzory na obliczanie pola powierzchni 
i obj�to�ci wielo�cianów; 

• podaje reguły obliczania pola powierzchni 
i obj�to�ci graniastosłupów oraz ostrosłupów 
�ci�tych. 

• porównuje pola powierzchni wielo�cianów o tej samej 
obj�to�ci (lub odwrotnie); 

• wyznacza pole powierzchni i obj�to�� wielo�cianu, 
wykorzystuj�c twierdzenie Pitagorasa; 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� wielo�cianów 
powstałych przez �ci�cie naro�y danego 
graniastosłupa lub ostrosłupa. 
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BRYŁY OBROTOWE 
 

WALEC, INTERLUDIUM: DŁUGO�� ŁUKU I POLE WYCINKA KOŁA (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– walec, 
– podstawa walca, promie� podstawy walca, 
– o� obrotu, przekrój poprzeczny walca, przekrój 
osiowy walca; 

• podaje wzory na obliczanie pola powierzchni 
i obj�to�ci walca; 

• opisuje wymiary walca, który powstaje przez obrót 
danego prostok�ta wokół wskazanej osi; 

• wyja�nia poj�cia: łuk, wycinek koła; 
• podaje wzory na długo�� łuku i pole wycinka koła. 

• rysuje rzut i siatk� walca; 
• oblicza pole powierzchni i obj�to�� walca o danych 

wymiarach; 
• rozwi�zuje zadania praktyczne, obliczaj�c pole 

powierzchni i obj�to�� walca; 
• oblicza pole wycinka koła i długo�� łuku opartego 

na danym k�cie. 
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• okre�la, jak zmienia si� obj�to�� walca w zale�no�ci 
od zmiany długo�ci promienia podstawy lub 
wysoko�ci walca; 

• wyprowadza zwi�zek mi�dzy polem wycinka koła 
a długo�ci� łuku ograniczaj�cego ten wycinek. 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� walca, 
wykorzystuj�c informacje o jego siatce lub przekroju; 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� brył wpisanych 
w walec, opisanych na walcu lub zwi�zanych 
z półwalcem; 

• rozwi�zuje zadania wymagaj�ce zastosowania wzoru 
na obliczanie pola wycinka i długo�� łuku. 

 
 

STO�EK (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– sto�ek, 
– podstawa, promie� podstawy, tworz�ca, 
pobocznica, wysoko��, spodek wysoko�ci sto�ka, 
– o� obrotu, przekrój osiowy, przekrój poprzeczny 
sto�ka, 
– k�t rozwarcia sto�ka; 

• podaje wzory na obliczanie pola powierzchni 
i obj�to�ci sto�ka; 

• opisuje wymiary sto�ka, który powstaje przez obrót 
danego trójk�ta prostok�tnego lub równoramiennego 
wokół wskazanej osi. 

• rysuje rzut i siatk� sto�ka; 
• oblicza pole powierzchni i obj�to�� sto�ka o danych 

wymiarach; 
• rozwi�zuje zadania praktyczne, obliczaj�c pole 

powierzchni i obj�to�� sto�ka; 
• porównuje obj�to�ci sto�ków w zale�no�ci od 

spełnianych warunków np. od ró�nicy wymiarów lub 
pól przekrojów. 
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• opisuje bryły obrotowe powstałe przez obrót figur: 
 

 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� sto�ka, 
korzystaj�c z funkcji trygonometrycznych 
i twierdzenia Pitagorasa; 

• oblicza pole powierzchni i obj�to�� sto�ka �ci�tego; 
• oblicza pole powierzchni i obj�to�� brył, które 

powstały przez obrót ró�nych figur (np. trapezu 
równoramiennego wokół krótszej podstawy). 
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KULA (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– kula, sfera, 
– �rodek, promie�, �rednica kuli, 
– koło wielkie; 

• podaje wzory na obliczanie pola powierzchni 
i obj�to�ci kuli; 

• okre�la wpływ zmiany długo�ci promienia na pole 
powierzchni i obj�to�� kuli. 

• rysuje rzut kuli; 
• oblicza pole powierzchni i obj�to�� kuli o danym 

promieniu lub �rednicy; 
• wyznacza promie� kuli, znaj�c jej obj�to��; 
• oblicza pole powierzchni i obj�to�� kuli wpisanej 

w graniastosłup; 
• porównuje pola powierzchni i obj�to�ci brył 

obrotowych spełniaj�cych okre�lone warunki (np. 
walec, sto�ek i półkula o wspólnej podstawie); 

• rozwi�zuje zadania praktyczne zwi�zane z kul� i sfer� 
(np. dotycz�ce kuli ziemskiej). 
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• okre�la przekroje kuli; 
• wyja�nia poj�cie czaszy. 

• wyprowadza wzór na obj�to�� kuli i czaszy; 
• oblicza pole przekroju kuli o podanej odległo�ci 

od �rodka kuli. 

 
WIELO�CIANY FOREMNE I ZADANIA NA EKSTREMA 
 

WIELO�CIANY FOREMNE (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cie wielo�cianu foremnego i podaje 
przykłady; 

• podaje liczb� kraw�dzi, �cian, wierzchołków 
wielo�cianów foremnych. 

• oblicza pola powierzchni wielo�cianów foremnych. 
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 • bada własno�ci i przekroje wielo�cianów foremnych; 

• wykazuje, korzystaj�c z wzoru Eulera, istnienie tylko 
pi�ciu wielo�cianów foremnych. 
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KULE I WIELO�CIANY PLATO�SKIE (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– wielo�cian wpisany w kul�, 
– wielo�cian opisany na kuli; 

• podaje twierdzenie o �rodkowych czworo�cianu 
foremnego. 

• oblicza promie� kuli opisanej i kuli wpisanej 
w sze�cian lub czworo�cian foremny. 
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 • oblicza promie� kuli wpisanej w o�mio�cian foremny; 
• wyznacza długo�� kraw�dzi wielo�cianu foremnego 

wpisanego w kul�; 
• rozwi�zuje zadania, wykorzystuj�c wiadomo�ci o kuli 

wpisanej w wielo�cian foremny. 

 
 

ZADANIA NA EKSTREMA (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• podaje warunek konieczny i warunek wystarczaj�cy 
istnienia ekstremum. 

• opisuje wielko�ci zwi�zane z figurami przestrzennymi 
(obj�to��, pole powierzchni, pole przekroju) 
w zale�no�ci od innych wymiarów; 

• wyznacza warto�ci ekstremalne funkcji opisuj�cych 
wielko�ci zwi�zane z figurami przestrzennymi. 
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 • rozwi�zuje zadania dotycz�ce brył, korzystaj�c 
z pochodnej oraz funkcji trygonometrycznych k�ta 
ostrego w trójk�cie prostok�tnym. 
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K�TY W WIELO�CIANACH 
 

K�T MI�DZY PROSTYMI (1 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– k�t mi�dzy prostymi w przestrzeni, 
– proste sko�ne, proste równoległe i proste 
przecinaj�ce si�; 

• wskazuje na modelu wielo�cianu k�ty mi�dzy 
kraw�dziami i przek�tnymi; 

• zaznacza na rysunkach, przedstawiaj�cych rzuty 
graniastosłupów i ostrosłupów, k�ty mi�dzy 
odcinkami. 

• wyznacza miary k�tów mi�dzy odcinkami 
w graniastosłupach i ostrosłupach; 

• rozwi�zuje zadania praktyczne (dachy, piramidy), 
obliczaj�c miary k�tów mi�dzy odcinkami 
w graniastosłupach i ostrosłupach. 
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 • wyznacza miary k�tów mi�dzy odcinkami w mniej 
standardowych wielo�cianach; 

• szacuje i uzasadnia przedział, do którego nale�y miara 
k�ta mi�dzy okre�lonymi odcinkami w wielo�cianach. 

 
 

RZUT PROSTOK�TNY. K�T MI�DZY PROST� A PŁASZCZYZN� (2 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– rzut prostok�tny punktu na płaszczyzn�, 
– rzut prostok�tny prostej, figury na płaszczyzn�, 
– k�t mi�dzy prost� a płaszczyzn�, 
– prosta prostopadła do płaszczyzny; 

• opisuje rzut odcinka, prostej na płaszczyzn�; 
• wskazuje na modelach wielo�cianów rzuty 

prostok�tne kraw�dzi i przek�tnych na płaszczyzny 
zawieraj�ce �ciany tych wielo�cianów; 

• rozpoznaje na rysunkach wielo�cianów okre�lone 
k�ty. 

• oblicza długo�� rzutu odcinków graniastosłupów 
i ostrosłupów na płaszczyzn� podstawy; 

• zaznacza na rysunkach k�ty mi�dzy odcinkami 
i �cianami w graniastosłupach i ostrosłupach; 

• wyznacza miary k�tów mi�dzy odcinkami i �cianami 
w graniastosłupach i ostrosłupach. 
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• okre�la rzut danej figury na płaszczyzn� 
w zale�no�ci od poło�enia tej figury wzgl�dem 
płaszczyzny; 

• podaje twierdzenie o trzech prostopadłych. 

• rozwi�zuje zadania praktyczne, obliczaj�c miary 
k�tów mi�dzy odcinkami i �cianami 
w graniastosłupach i ostrosłupach; 

• uzasadnia wzajemne poło�enie kraw�dzi 
i przek�tnych wielo�cianów, korzystaj�c 
z twierdzenia o trzech prostopadłych. 

 



�

 

 

K�T DWU�CIENNY. TWIERDZENIE O RZUCIE PROSTOK�TNYM* (3 h) 

 WIADOMO�CI I ROZUMIENIE 
Ucze�: 

UMIEJ�TNO�CI 
Ucze�: 
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• wyja�nia poj�cia: 
– k�t dwu�cienny, 
– miara k�ta dwu�ciennego; 

• rozpoznaje na rysunkach przedstawiaj�cych rzuty 
wielo�cianów odpowiednie k�ty dwu�cienne. 

• zaznacza na rysunkach k�ty mi�dzy �cianami 
graniastosłupów i ostrosłupów; 

• wyznacza miary k�tów mi�dzy �cianami 
graniastosłupów; 

• wyznacza miary k�tów mi�dzy �cian� boczn� 
a podstaw� ostrosłupa; 

• porównuje miary k�tów mi�dzy �cian� boczn� 
a podstaw� ostrosłupów prawidłowych o ró�nych 
podstawach i podanych własno�ciach; 

• rozwi�zuje zadania praktyczne, obliczaj�c miary 
k�tów mi�dzy �cianami wielo�cianów (Kilka zada� 
o dachach). 
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• podaje twierdzenie o rzucie prostok�tnym; 
• zaznacza k�ty mi�dzy płaszczyznami �cian 

wielok�tów wpisanych w inny wielok�t. 

• wyznacza miary k�tów mi�dzy: 
– s�siednimi �cianami ostrosłupów prawidłowych, 
– �cianami ostrosłupów, które nie s� prawidłowe, 
– �cianami wielo�cianów �ci�tych; 

• stosuje twierdzenie o rzucie prostok�tnym do 
obliczania pól przekrojów brył; 

• rozwi�zuje zadania praktyczne, korzystaj�c 
z twierdzenia o rzucie prostok�tnym. 

 
Opracowała: Iwona Kowalska 


